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NOTES DU RÉDACTEUR 


Les deux livres de l’académicien M. A. Léontovitch (1903-1981) : 
« Introduction à la thermodynamique » et « Physique statistique », 
que nous présentons à l'attention du lecteur, ont été rédigés d'après 
les notes d’un cours enseigné par l’auteur aux étudiants de la facul- 
té de physique de l'Université de Moscou, ainsi qu'aux étudiants de 
l’Institut d'ingénieurs physiciens de Moscou. M. A. Léontovitch fut 
un disciple, puis le plus proche collaborateur de l’académicien 
L. I. Mandelstam (1879-1944). Il s’imprégna de l'esprit critique dont 
son maître faisait preuve dans l’analyse des phénomènes physiques. 
Les cours de physique statistique, de thermodynamique, ainsi que 
d’autres branches de la Physique théorique (optique physique, élec- 
trodynamique), conçus par Léontovitch, se caractérisaient tant par 
la concision que par une approche originale et la profondeur des 
idées. C’est précisément ce qui plaisait aux étudiants (et pas seule- 
ment aux étudiants). | 

Dans les années trente, Léontovitch enseignait la physique sta- 
tistique ; vers 1935, son cours parut sous forme lithographique. Pour 
la première fois en U.R.S.S. on y trouve un exposé clair et profondé- 
ment original de la mécanique statistique de Gibbs. Léontovitch y 
adopte, en gros, la méthode d'’Einstein (qui développa la mécanique 
statistique indépendamment de Gibbs) afin de mieux mettre en évi- 
dence la signification de la distribution canonique qui est la distri- 
bution la plus importante en mécanique statistique, puisqu'elle dé- 
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crit le comportement statistique des systèmes associés à un thermo- 
stat. 

Vers la fin de 1939, le cours de physique statistique de Léontovitch 
devait être imprimé, mais à cause de la guerre le livre ne parut qu’en 
1944. IT ne fut jamais réédité, mais des physiciens soviétiques ap- 
partenant à différentes générations et qui devinrent, par la suite, des 
savants éminents, tirèrent le plus grand parti de son cours et de ce 
livre. 

En 1939-1940, M. A. Léontovitch commença à enseigner un cours 
de thermodynamique, d’abord à l'Université de Moscou, ensuite à 
l'Institut des ingénieurs physiciens de Moscou. L'auteur lui-même 
indique que son livre « Introduction à la thermodynamique » consti- 
tue une rédaction élargie de son cours de thermodynamique. Une 
première édition de ce livre parut en 1950 et une seconde, en 1951. 
L'exposé de la thermodynamique est conforme, pour l'essentiel, au 
schéma donné par Carathéodory, mais Léontovitch en simplifia gran- 
pement l'appareil mathématique sans pour autant porter atteinte à 
la rigueur de l'exposé. Le principe de Carathéodory n'est pas envi- 
sagé comme un principe indépendant, et Léontovitch le déduit de 
l'impossibilité de réaliser un « perpetuum mobile » de seconde es- 
pèce. 

La principale particularité du cours de thermodynamique de Léon- 
tovitch consiste en la manière extrêmement nette de l’auteur de dé- 
finir la notion d'’entropie et celle d'énergie libre des états hors d'équi- 
libre. L'élaboration de ces problèmes est l’œuvre de Léontovitch lui- 
même. Les définitions usuelles de l’entropie et de l'énergie libre se 
rapportent uniquement aux états d'équilibre. Or, on utilise aussi ces 
notions, sans réfléchir à leur sens, et sans aucune justification, dans 
le cas des états hors d'équilibre. Ce n’est que lorsque ces notions sont 
nettement définies, et qu’on a appris à connaître leurs propriétés, 
que les théorèmes de la thermodynamique s'appliquant, par exem- 
ple, aux conditions d'équilibre des systèmes thermodynamiques, pren- 
nent toute leur signification, ce qui permet d'éviter tout malenten- 
du. C'est à cette tâche que s’est attelé M. Léontovitch. En se fondant 
sur les définitions de ces notions, appliquées aux cas d'états hors 
d'équilibre, il donne, dans sa « Physique statistique ». une démonstra- 
tion rigoureuse et une formulation exacte du principe de Boltzmann 
dont il précise les limites de validité. 
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Dans la « Physique statistique », M. Léontovitch s'attache à ana- 
lyser la diffusion moléculaire de la lumière (suivant Rayleigh) à 
proximité du point critique. L'approche utilisée pour traiter ce 
problème et d’autres problèmes analogues, a été élaborée par l'au- 
teur. 

On pourrait citer de nombreux exemples de problèmes posés et 
résolus par M. Léontovitch, mais le lecteur attentif discernera lui- 
même les aspects originaux de ce livre. 

Notons que M. Léontovitch insistait sur le fait que la division de 
la thermodynamique en une partie phénoménologique et une partie 
statistique ne saurait être justifiée ni par des considérations de prin- 
cipe, ni par leurs domaines d'application. Voilà pourquoi les Edi- 
tions «Mir» publient ensemble les deux parties, comme se proposait 
de le faire, il y a quinze ans, l’auteur lui-même. M. Léontovitch au- 
rait certainement complété et quelque peu remanié le manuscrit, et 
bien qu'il ne l’ait pas fait, ses livres n’ont rien perdu de leur actuali- 
té, puisque ce qui importe le plus, c’est l'exposé des fondements phy- 
siques de la thermodynamique dans ses parties phénoménologique et 
statistique. Or ces fondements n’ont pas subi, depuis, de modifica- 
tions essentielles. 

Lorsque le lecteur se mettra à l’étude de la thermodynamique, il 
devra noter que, dès le début, i.e. dans l’exposé de la thermodynami- 
que phénoménologique, Léontovitch considère les grandeurs et les 
relations de la thermodynamique comme le fait la physique statisti- 
que, au lieu d’en donner une description phénoménologique tradi- 
tionnelle qui néglige complètement les fluctuations. On évite ainsi 
d'arriver à des conclusions erronées dans l'étude de phénomènes tels 
que le frottement sec, l’aimantation des ferromagnétiques (avec 
hystérésis) ou la déformation plastique. Lorsque ces processus évo- 
luent lentement, ils paraissent le faire de façon quasi statique et sem- 
blent pouvoir êtré assimilés à des transformations d'équilibre; mais 
cette approche s'avère erronée dès qu’on fait appel à l'interprétation 
des notions d'équilibre et de transformation quasi statique données 
par la physique statistique. Il est absolument faux de s’imaginer que 
ces phénomènes infirment l’assertion selon laquelle les transforma- 
tions quasi statiques sont réversibles. Il importe donc d’attacher une 
grande valeur aux définitions qu’en donne Léontovitch. 
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Le rédacteur a apporté plusieurs modifications au manuscrit, à 
savoir : 

4. Correction des fautes d'impression relevées dans les éditions 
antérieures ; certains passages erronés ou dépassés (ceci concerne sur- 
tout les solutions des problèmes) ont été rectifiés. Les parties du 
texte introduites par le rédacteur sont placées entre crochets. 

2. Introduction de notes (placées entre crochets) servant à expli- 
quer certains passages, sans toutefois déborder le cadre de l'ouvrage. 

3. Quelques rectifications d'ordre stylistique jugées utiles ont été 
apportées, tout en veillant à ne pas dénaturer la pensée de l’auteur. 

4. La bibliographie a été complétée par des titres récents, car cer- 
tains livres auxquels se réfère l’auteur sont devenus obsolètes. 

5. Certaines notations ont été modifiées pour des raisons techni- 
ques. La terminologie et les unités de mesure ont été mises à jour. 

D. Sivoukhine 


AVANT-PROPOS DE L'AUTEUR À 
L'« INTRODUCTION À LA THERMODYNAMIQUE » 


Ce livre constitue le développement du cours de thermodynamique 
que l’auteur a enseigné pendant de nombreuses années aux étudiants 
de la faculté de Physique de l’Université de Moscou. Le lecteur y 
trouvera un exposé des principes de la thermodynamique et de leurs 
applications dans différents domaines de la Physique. La thermody- 
namique statistique est exposée dans la seconde partie de ce livre. 
Ainsi, ce cours doit non seulement initier le lecteur aux applications 
de la thermodynamique, mais aussi servir d'introduction à l'étude 
de la physique statistique. 

De nos jours, la division en thermodynamique phénoménologique 
et thermodynamique statistique ne saurait être justifiée ni par des 
considérations de principe, ni par les différences de leurs domaines 
d'application. Néanmoins, il est fort difficile d'enseigner la thermo- 
dynamique sans procéder à cette division qui facilite, entre autre, 
l'élaboration des plans d'étude, etc. C’est uniquement pour cette rai- 
son que le présent cours n’envisage que la thermodynamique phé- 
noménologique ; l’auteur s’est cependant efforcé d'exposer le contenu 
de ce cours de telle façon, qu'il conduise naturellement le lecteur à 
la nécessité d'étudier la statistique. Dans les cas qu’il juge particuliè- 
rement importants, J’auteur indique la signification que prennent 
les notions et les assertions de la thermodynamique en physique sta- 
tistique. 

Ce sont ces conceptions qui déterminèrent l’ordre de l'exposé du 
contenu de ce cours. L'auteur y accorde une attention particulière 
aux assertions concernant l'équilibre thermodynamique. Il nous sem- 
ble opportun d'introduire, déjà en thermodynamique phénoménologi- 
que, la division des paramètres caractérisant l’état d’un système en 
paramètres intérieurs et en paramètres extérieurs, division qui n’ap- 
paraît généralement qu'en physique statistique. La démonstration 
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adoptée pour établir l'équation fondamentale de la thermodynamique 
des transformations réversibles fait ressortir un fait essentiel — l’exis- 
tence d’un facteur intégrant pour la quantité de chaleur élémentaire 
reçue par le système, et permet aussi d'éviter l'application du théorè- 
me de Carathéodory sur les formes de Pfaff à n variables (dont la dé- 
monstration nécessite une formation mathématique poussée). Dans 
l'exposé des assertions thermodynamiques relatives aux transfor- 
mations irréversibles, nous accordons une place importante à l’ex- 
tension des fonctions thermodynamiques aux cas d'états hors d’équi- 
libre. 

Ce cours a pour objet principal d'apprendre à appliquer les mé- 
thodes de la thermodynamique à l'étude de problèmes de physique 
concrets. Les domaines d'application concernent, dans la mesure du 
possible, tous les domaines de la physique. Les restrictions de volu- 
me de ce cours ne permettent pas d'exposer, dans une mesure suffi- 
sante, les applications de la thermodynamique aux problèmes de chi- 
mie physique. Nombre d'applications sont données sous forme de pro- 
blèmes. 

L'auteur suppose que le lecteur connaît déjà les grandes lignes de 
la thermodynamique, telles qu'elles sont exposées dans les cours de 
physique générale. La formation mathématique exigée correspond 
au cours de mathématiques générales. Certains théorèmes concernant 
les équations aux différentielles totales sont accompagnés d’une ré- 
férence aux manuels, dans lesquels on peut en trouver la démonstra- 
tion. 

Je tiens à remercier l'assistant V. ÎI. Kogan qui a participé avec 
diligence à la sélection et à la résolution des problèmes. 


X * x 


Dans la seconde édition, un grand nombre d'erreurs contenues 
dans le texte et dans les problèmes et qui m'ont été signalées par les 
lecteurs a été corrigé. Malgré quelques additions, le livre garde ses 
traits originaux, ceux d’un cours enseigné à un auditoire d'étudiants. 


AVANT-PROPOS DE L'AUTEUR À LA 
« PHYSIQUE STATISTIQUE » 


Ce livre est consacré à l'exposé des principes essentiels de la phy- 
sique statistique et à leurs applications à des problèmes de physique. 
Pour l'essentiel, il concerne la thermodynamique statistique tant clas- 
sique que quantique. Dans le dernier chapitre, quelques questions de 
cinétique sont esquissées. 

La partie du texte donnée en caractères courants est consacrée 
aux principaux aspects du cours que l’auteur exposa pendant plu- 
sieurs années à l’Université de Moscou. L’auteur estime que l’ordre 
dans lequel sont exposées les matières est logique. Au début, on trou- 
ve un exposé des considérations générales qui conduisent à l’élabo- 
ration de la principale méthode de la thermodynamique statistique 
— la distribution canonique, qui sert de base à toutes les questions 
dont traitent les statistiques classique et quantique. On suppose que 
le lecteur connaît déjà les conceptions de base et les résultats de la 
théorie cinétique des gaz, ne serait-ce que dans la forme la plus élé- 
mentaire. On suppose, bien entendu, que le lecteur connaît aussi les 
fondements de la mécanique et de la thermodynamique. Pour pouvoir 
s’assimiler la statistique quantique, il faut connaître encore les fon- 
dements de la mécanique quantique. Le texte traitant de questions 
dont l'étude exige des connaissances approfondies de l'appareil ma- 
thématique de la mécanique quantique est présenté en petits carac- 
tères. 

Les parties du texte imprimées en petits caractères sont consacrées 
à des démonstrations plus ardues servant à compléter le texte prin- 
cipal, ainsi qu’à des questions particulières dont le choix relevait 
des intérêts subjectifs de l’auteur. 

Dans tout l'exposé l’auteur s’est efforcé de donner une vue claire 
de la logique des développements physiques. Dans les cas où il ne 
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pouvait ou ne voulait pas tirer de conclusions qu'il aurait jugées sa- 
tisfaisantes, il préférait indiquer clairement que la conclusion satis- 
faisante manquait; lorsqu'une preuve lui semblait insuffisamment 
rigoureuse, il renvoyait le lecteur à la source. En toute occasion, l’au- 
teur donne la préférence à des conclusions justifiées même s’il fallait 
avoir recours pour cela à un appareil mathématique plus compliqué 
(c'est le cas de la statistique de Fermi). 

Quant aux preuves, la rigueur mathématique laisse à désirer, mais 
l'auteur espère qu’un lecteur bon mathématicien saura trouver lui- 
même, en cas de besoin, des démonstrations plus rigoureuses *). 


*) À ce point de vue, on peut recommander au lecteur le livre de Khin- 
tchine A. Y., Fondements mathématiques de la mécanique statistique, M., Gostekh- 
izdat, 1943 (en russe). [Voir également Khintchine A. Y., Fondements mathé- 
matiques de la statistique quantique, M., L., Gostekhizdat, 1951 ; Khintchine A. Y., 
Sur l'appareil analytique de la statistique physique: Travaux de l'institut mathé- 
ra sque Steklov, M., L.., Editions de l'Académie des sciences de l'U.R.S.S., 
1950. 


PREMIÈRE PARTIE 


INTRODUCTION À LA THERMODYNAMIQUE 


AVANT-PROPOS 


La thermodynamique est la partie de la physique théorique qui 
est essentiellement consacrée à l'étude des propriétés générales des 
systèmes physiques à l’équilibre ainsi que des lois générales qui se 
manifestent lors de l'établissement de l'équilibre. 

On peut diviser la thermodynamique en thermodynamique 
phénoménologique et en thermodynamique statistique. La thermodyna- 
mique phénoménologique, qui est exposée dans la première partie 
de ce livre, concerne les principes qui peuvent être énoncés et appli- 
qués sans faire intervenir de façon explicite la structure moléculaire 
intérieure ou le mécanisme des processus moléculaires évoluant dans 
les corps étudiés. Cette partie de la thérmodynamique se fonde snr 
plusieurs principes établis par l'expérience et utilise les données re- 
latives aux propriétés des corps. La thermodynamique statistique 
utilise explicitement, dès le début, des conceptions bien déterminées 
sur la structure moléculaire (ou atomique) des corps. Elle se voit 
obligée de metre en œuvre les méthodes de la statistique et l'appareil 
mathématique de la théorie des probabilités. On doit remarquer que 
dans l’état actuel de la science, cette division en thermodynamique 
phénoménologique et en thermodynamique statistique est convention- 


nelle et résulte plutôt de considérations pédagogiques que de raison- 
nements logiques. 


CHAPITRE PREMIER 


PRINCIPALES NOTIONS ET PROPOSITIONS 
DE LA THERMODYNAMIQUE 


$ 1. Etat d’un système physique et grandeurs 
qui le caractérisent 


Chaque fois que l’on envisage des questions liées à l’évolution 
des transformations dans les systèmes physiques (des corps physi- 
ques), notamment des questions relatives à l’équilibre dans un systè- 
me, on doit préciser de quel système concret il s’agit, ce qui suppose 
qu’on l’aura préalablement délimité des corps environnants. On doit 
caractériser l’état du système considéré et les conditions extérieures 
dans lesquelles il se trouve. 

Pour illustrer cette proposition, considérons un exemple simple. 
Soit un gaz contenu dans un récipient. Le système qui nous intéresse 
est le gaz composé de molécules ; le gaz interagit avec les parois du 
récipient. Dans ce cas, on peut caractériser les corps extérieurs avec 
lesquels interagissent les molécules du gaz par la position des parois 
du récipient. Le volume de ce dernier dépend de la position de ses 
parois. Les grandeurs qui caractérisent la position des corps extérieurs 
avec lesquels interagit le système étudié sont appelées paramètres 
extérieurs du système. 

L'état du gaz lui-même dépend, en fin de compte, des positions 
et des vitesses de toutes les molécules du gaz ; toutes les grandeurs qui 
en dépendent déterminent l’état interne du système; on les appellera 
paramètres intérieurs du système. Ainsi, par exemple, la pression que 
le gaz exerce sur une certaine portion de la paroi du récipient est 
une fonction des coordonnées et des vitesses des molécules du gaz, ain- 
si que de la position de la paroi (la paroi est le corps extérieur), puis- 
que les forces d'interaction des molécules du gaz et des parois en 
dépendent. Par conséquent, la pression sera considérée comme un pa- 
ramètre intérieur du système. 

Pour un système quelconque on utilisera les définitions suivantes. 

On appelle paramètres extérieurs du système toutes les grandeurs ou 
les fonctions de celles-ci déterminant les positions des corps exté- 
rieurs, i.e. les fonctions des coordonnées généralisées des corps exté- 
rieurs interagissant avec le système considéré (mais indépendants 
des positions et des vitesses des molécules du système). 
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On appelle paramètres intérieurs du système toutes les fonctions 
des coordonnées et des vitesses des molécules appartenant au systè- 
me ainsi que des coordonnées des corps extérieurs *). 

Pour caractériser les conditions dans lesquelles se trouve le sys- 
tème considéré, on doit encore fixer sa température. On trouvera au 
$& 7 une analyse détaillée de cette notion fondamentale. 

Illustrons ces définitions par des exemples. 

Gaz soumis à l’action du champ de pesanteur. L'état du gaz dépend 
non seulement de la position et de la température des parois du ré- 
cipient, mais encore de la force de pesanteur ; celle-ci est un paramèë- 
tre extérieur puisqu'elle dépend de la position des corps extérieurs 
créant le champ de pesanteur. 

Gaz soumis à l'action d'un champ électrique. L'intensité du champ 
électrique est un paramètre extérieur puisque, en électrostati- 
que, elle est déterminée par la position des charges générant 
le champ et ne faisant pas partie du système considéré. L'état élec- 
trique du gaz, i.e. sa polarisation, est un paramètre intérieur puis- 
qu'elle dépend de la position des charges dans les molécules du gaz. 


$ 2. Travail effectué par le système 


La notion de travail effectué par un système lors d’un changement 
de son état joue un rôle important dans les démonstrations de la ther- 
modynamique. 

Chaque fois qu'il sera question de travail fourni par le système 
à des corps extérieurs, il s'agira du travail produit par les forces 
qu’exerce le système considéré sur les corps extérieurs. Le système four- 
nit ce travail lors d'un déplacement déterminé de ces corps. Il s’en- 
suit que le système ne fournit un travail non nul que lorsque les corps 
extérieurs se déplacent, autrement dit lorsque les paramètres exté- 
rieurs dont dépend l’état du système varient. 

On notera qu'il sera toujours question du travail fourni par le 
système. Le travail reçu par le système sera de la même valeur abso- 
lue mais de signe contraire. [Cela ne résulte pas de l'égalité de l’ac- 
tion et de la réaction puisque, par définition, le travail est égal au 
produit de la force par le déplacement dans le sens de celle-ci. Il 


*) Cette définition ne concerne que les cas les plus simples lorsqu'on peut 
négliger le rayonnement (i.e. le champ électromagnétique) qui existe dans le 
système. Dans le cas général, on doit faire figurer, parmi les paramètres inté- 
rieurs, les grandeurs caractérisant le champ contenu dans le système (cf. $$ 25, 26). 
[D'autre part, ici, ainsi qu'ultérieurement, on attribue un sens conventionnel 
au terme « molécule »: ce peut être n'importe quelle microparticule (atome, 
électron, etc.) appartenant au système. Tous les paramètres sont définis ici 
dans le cadre de la physique classique. 11 ne sera fait mention des états des 
systèmes quantiques qu’au & 35 de la deuxième partie de ce livre. Il faut encore 


remarquer qu'en thermodynamique la notion de paramètre est toujours entendue 
dans le sens macroscopique.] 
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faut donc que les déplacements à la frontière du système soient égaux 
aux déplacements des corps extérieurs. Dans tout ce qui suit on sup- 
posera qu'il en est bien ainsi.] 

Donnons les différentes expressions du travail fourni par le sys- 
tème dans plusieurs cas particuliers. 

Ecrivons d’abord les expressions du travail fourni par un gaz ou 
un liquide dans un récipient susceptible de changer de forme et de 
volume, par exemple un gaz contenu dans un cylindre à piston. La 
force appliquée à l'élément de surface do de la paroi du récipient est 
égale à p do (où p est la pression du gaz ou du liquide au point où 
on définit do). Cette force est dirigée suivant la normalé extérieure à 
do. Lorsque l'élément de surface do se déplace d’une distance élé- 
mentaire dn le long de la normale extérieure, le travail est égal à 
p dn do et le travail fourni par le système est 


dW = | p dn do, (1.1) 


où l'intégration est étendue à toute la surface du récipient et le dé- 
placement dn est une fonction du point sur cette surface. 

Dans le cas où l'équilibre mécanique est instauré dans le système 
considéré (en l’absence du champ de pesanteur ou de tout autre champ 
extérieur), la pression est la même en tous ses points, de sorte qu’on 
peut faire sortir p de sous le signe d'intégration, i.e. 


dW=p | dn do. 


Or l'intégrale | dn do est égale à la variation de volume que subit 


le système lors de la transformation envisagée. Dans ce cas on aura 


donc 
dW = p dV. (1.2) 


Il importe de noter que le travail n'est différent de zéro que 
si Les corps extérieurs se déplacent. Il s'ensuit que lors de la dilatation 
d’un gaz dans le vide, le travail est nul. Ce résultat découle directe- 
ment de la formule (1.1) puisque lors d’une dilatation dans le vide 
la pression est nulle aux frontières du gaz et par suite l'intégrale 
figurant dans (1.1) est égale à zéro. 

Pour établir la formule (1.1) on a considéré un gaz ou un liquide 
contenu dans un récipient à parois mobiles. Or il n’est pas du tout 
nécessaire que ce récipient soit en une substance solide. On peut fort 
bien délimiter en pensée une certaine partie de gaz ou de liquide et 
l'identifier au système étudié, tout le fluide environnant constituant 
les corps extérieurs. Le rôle de parois sera alors assumé par la fron- 
tière entre ces deux parties de gaz et on pourra appliquer à ce cas les 
formules (1.1) et (1.2). 
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Lorsqu'on ne pourra pas ramener les forces s’exerçant sur les pa- 
rois à une pression normale, comme c’est le cas par exemple de la dé- 
formation d’un corps solide, l’expression du travail sera plus compli- 
quée. Dans le cas d’une déformation homogène d’un corps de volu- 
me ŸV, on introduira les contraintes normales et tangentielles o,, 
Oys Oz Tes Tyr TZ et l'expression du travail sera de la forme 


dW = — V{o,de, + o,de, + o.de, + tidy, + tydvy + T:dv:}, (1.3) 


OÙ &,, Eys Ezs Yzær Vyr Y: SOnt les extensions et les déplacements sui- 
vant les axes de coordonnées. Dans (1.3) les trois premiers termes re- 
présentent le travail d'extension et les trois autres le travail de dépla- 
cements. 

Evaluons le travail fourni lorsqu'on fait varier le champ électri- 
que régnant dans un diélectrique. Dans ce cas, le système étudié est 
un espace occupé par le diélectrique. La variation du champ électri- 
que dans le diélectrique résulte du déplacement des charges créant 
le champ. On démontre en électrostatique que le travail par unité de 
volume du diélectrique est 


dW=—-Ù{E, dD,+E, dD,+E, dD.}, (4.4) 


où E,, Eys E, sont les composantes du champ électrique et D,, 
Dy, D, les composantes de l'induction électrique. Le signe moins 
provient de ce qu’on écrit le travail fourni par le système et non pas 
le travail reçu par le système. 

De même le travail par unité de volume fourni par un corps dont 
on fait varier l’état magnétique est donné par la formule 


1 
dW=—-—{H.dB,+H,dB,+H,dB.}, (1.5) 


où À est le champ magnétique et B l'induction magnétique. 

Pour écrire l’expression du travail fourni par un système dans le 
cas général, dénotons les paramètres extérieurs du système par 
Ai Go, As, .…… (coordonnées généralisées des corps extérieurs selon La- 
grange), et par À4,, AÀ:, As, .… les forces généralisés relatives à ces 
paramètres extérieurs. Ces forces s'exercent sur les corps extérieurs 
et résultent de l'interaction de ces corps avec le système considéré. 
En appliquant une formule bien connue de la mécanique, on a 


dW = ÿ À, da. (1.6) 


Dans le cas général, les forces généralisées À, dépendent des para- 
mètres extérieurs &, ..., &n, .. (ainsi que de leurs dérivées par rap- 
port au temps), de la température et de l’état interne du corps. Dans 
les exemples, les paramètres extérieurs et les forces généralisées sont : 


2—0297 
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pour les gaz 
a = V, A, =0p; (1.7) 
pour le travail de déformation d’un corps solide 


€; — Es da — Eys CRE Œe — Vz 


(1.8) 
A, = — Vo, As = — Vo, ..., Ag = — Vz,; 
pour le cas d’un champ électrique 
a = D,, & = D,, as = D;, 
Ex E E, 
Aj= —7) A= 7, A3= — 7 , (1.9) 


et des expressions analogues pour le cas d'un champ magnétique. 

Il importe de bien se rappeler que la différentielle de la tempéra- 
ture ne figure pas dans l'expression du travail. 

En règle générale, le travail dépend du chemin suivi pour passer 
d’un état à un autre. Le cas le plus simple envisagé en mécanique des 
systèmes conservatifs où le travail ne dépend pas du chemin suivi 
doit être considéré comme exceptionnel. Si on envisage le cas simple 
de la dilatation d’un gaz, on constate aussitôt que le travail dépend 
du chemin suivi lors de la transformation. De toute évidence, puis- 
que la pression p dépend non seulement du volume V du gaz mais 
encore de la température +, cette dernière peut varier de différentes 
façons lors du passage d’un état initial donné (caractérisé par des 
valeurs déterminées V, et t,) à un état final donné (valeurs détermi- 
nées V, et t,); il s'ensuit que le travail donné par la formule 


W = | p (, *) dv, (1.10) 


sera lui aussi différent. 

Le fait que le travail dépend du chemin suivi et que, par consé- 
quent, il peut être différent de zéro dans un cycle de transformations 
ramenant le système à l’état initial, est mis à profit dans tous les 
moteurs thermiques. Dans ces conditions, si le travail était toujours 
nul, les « machines thermiques » n’existeraient pas. 


$ 3. Isolation adiabatique et transformation adiabatique 


Les particularités des interactions avec les corps environnants dé- 
pendent des propriétés physiques de la surface qui délimite le systè- 
me considéré. En thermodynamique un rôle très important revient 
aux concepts d’enveloppe adiabatique et de système adiabatiquement 
isolé (système adiabatique). Le concept d’enveloppe adiabatique est 
une idéalisation des propriétés d'enceintes telles que les enveloppes 
en substances poreuses ou les vases de Dewar. 
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On appelle système adiabatiquement isolé tout système placé dans 
des conditions telles (i.e. enfermé dans une enceinte adiabatique) 
que son état ne puisse être modifié qu'en faisant varier les paramètres 
extérieurs. Une variation de la température des corps extérieurs ne 
peut affecter l’état du système. On peut donc dire que toutes les in- 
teractions d’un système adiabatique avec les corps environnants se 
réduisent aux forces correspondant à des paramètres extérieurs bien 
déterminés. 

On ne peut modifier l’état d’un corps enfermé dans un vase de De- 
war qu’en faisant varier le volume du récipient extérieur ou encore 
en le soumettant à l’action de la pesanteur ou d’un champ magnéti- 
que ; les variations de la température des corps extérieurs n'exercent 
pratiquement aucune action sur l’état du corps contenu dans le vase 
de Dewar. Toute transformation évoluant dans un système adiabati- 
que est appelée transformation adiabatique. On verra dans ce qui suit 
($ 5) que cette définition correspond à la définition usuelle lorsqu'on 
impose qu'aucune chaleur ne soit reçue ou cédée par le système effec- 
tuant une transformation adiabatique. 


$ 4. Loi de la conservation de l'énergie pour 
un système adiabatiquement isolé 


On commencera par énoncer la loi de la conservation de l'énergie 
(qui, appliquée aux problèmes que traite la thermodynamique, porte 
le nom de premier principe) dans le cas particulier d'un système 
adiabatiquement isolé. La généralisation des résultats expérimen- 
taux sur lesquels se fonde le premier principe de la thermodynamique 
peut être formulée comme suit. 

Lorsqu'un système adiabatique passe d'un état défini à un autre 
élat défini, le travail ne dépend pas du chemin suivi et se trouve déter- 
miné par l'état initial et l'état final du système. 

C'est à ce résultat que conduisent directement les expériences de 
Joule et les expériences analogues, qui ont permis de découvrir la 
loi de la conservation de l'énergie. De l'énoncé ci-dessus découle 
l'impossibilité de créer un perpetuum mobile de première espèce (c'est- 
à-dire un dispositif. permettant de produire du travail positif sans 
que les états des corps changent) *). En effet, si l'état initial et l'état 
final sont indentiques, le travail sera nul. 

Le travail étant indépendant du chemin suivi, on peut définir 
une fonction d'état — l'énergie E du système. L'énergie d’un systè- 
me est définie à une constante arbitraire près. Pour une transforma- 
tion adiabatique le travail W,, fourni lorsque le système passe d’un 


[*) L'impossibilité du perpetuum mobile de première espèce découle natu- 
rellement du premier principe donné sous sa forme générale et non pas de sa 


formulation pour le cas particulier d'un système adiabatique.] 
2e 
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état 1 quelconque à un état 2 également quelconque peut être repré- 
senté par la différence des valeurs de l'énergie dans ces deux états: 


Wa — E, — E 3e (1.11) 


En effet, le travail fourni par le système lors de son passage de 
l'état 1 à l’état 2 se laisse représenter par l’intégrale 
2 


We = | D A, da, (1.12) 


1 


où À, est une fonction d'état, i.e. une fonction des paramètres exté- 
rieurs a, de la température + et des paramètres intérieurs E,;. Dans 
le cas d’une transformation adiabatique, cette intégrale est indépen- 
dante du chemin d'intégration. Par conséquent, en vertu d’un théo- 
rème connu du cours d'analyse mathématique, l'expression intégrée, 
i.e. le travail élémentaire dW — S'Aidas, est une différentielle to- 


tale d’une certaine fonction d’état. Cette fonction changée de signe 
sera dénotée par E = E (a, *, E1). La grandeur E représente l’éner- 
gie du système. Par suite 


dW = — dE (a, 7, Ë), (1.13) 
Wis = E — E;, (1.14) 


E, ot E, désignant les valeurs de l'énergie dans les états 1 et 2 *). 

On peut déterminer la différence des énergies dans deux états 
d’un système en mesurant le travail produit dans une transformation 
adiabatique en allant du premier état au second ou du second au pre- 
mier. L’expérience montre qu'étant donnés deux états quelconques, 
on peut réaliser une transformation adiabatique en la faisant évo- 
luer dans un sens au moins. Par exemple, on peut dilater un gaz très 
progressivement et adiabatiquement de manière que sa température 
diminue d’une quantité déterminée liée à la variation de son volume 
(transformation adiabatique réversible, cf. $ 11). Inversement, si 
on effectue une lente compression adiabatique, la température du gaz 
augmentera. Il est impossible de réaliser une transformation adiaba- 
tique telle qu'à la même dilatation que ci-dessus corresponde une plus 
grande diminution de la température du gaz, tandis que lors d’une 
compression adiabatique rapide, où se manifestent les forces de frot- 
tement, on peut obtenir un échauffement plus important (aussi grand 
que l’on veut) que dans le cas d’une compression lente. La possibili- 
té de réaliser une transformation adiabatique, ne serait-ce que dans 


{*) La formule du travail (1.12) où on précise la signification de À, et a, 
ne s'applique qu'aux transformations d'équilibre (quasi statiques). Cette limi- 
tation est inutile pour introduire le concept d'énergie et c'est ce qu'indique 
l’auteur dans ce qui suit.] 
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un seul sens, tient à ce qu’on ne se limite pas ici aux seules transforma- 
tions réversibles ($ 8). En procédant ainsi on peut déterminer la 
différence d'énergie entre deux états quelconques du système [1]. 

Pour trouver l'énergie il faut intégrer l'expression (1.13) et c'est 
pour cela que l'énergie est déterminée à une constante additive près 
(qui est la constante d'intégration): 


E = — | dW + const. (4.15) 


La valeur de cette constante peut être fixée arbitrairement *). L'éner- 
gie d’un système déterminée de cette façon est égale à l'énergie mé- 
canique, énergie cinétique et potentielle, de tous les molécules, 
atomes et autres particules composant le système considéré. Dans 
le cas où un champ électromagnétique entre dans la composition du 
système, l'énergie ainsi déterminée inclut l'énergie de ce champ. 

Dans l'énergie d’un système on peut dégager les parties de l’éner- 
gie cinétique Æ£,,, et de l'énergie potentielle £,.. qui dépendent de 
la vitesse et de la position du système tout entier ou de ses parties 
macroscopiques. La partie restante de l'énergie dépendra de la tem- 
pérature, du volume et de la composition du système (dans le cas 
le plus simple, lorsqu'il n’y a, par exemple, aucun champ électrique 
ou magnétique). Cette partie de l'énergie est généralement appelée 
énergie interne du système. On peut donc écrire 


E = En + Epot + Ent. (1.16) 


Si le système se trouv e à l'équilibre et s’il n’est soumis à aucun champ 
de force extérieure, son énergie totale Æ coïncide avec son énergie 
interne. 

Si on néglige l'énergie d'interaction mutuelle des différentes par- 
ties d'un système l'énergie du système est additive, i.e. l’énergie 
E du système est égale à la somme des énergies de ses parties; pour 
un système composé de deux parties 4 et Bona 


E=Ey +Es. (1.17) 


Mais dès qu’on tient compte de cette énergie d’interaction, l'additi- 
vité n’est plus valable, à moins qu’on ne l'indique expressément. 
Dans ce qui suit on ne tiendra pas compte de l'énergie d'interaction 
(ce qui est justifié losrque les dimensions des parties du système sont 
grandes devant le rayon d'action des forces moléculaires). Dans cette 


*) Pour les questions considérées dans ce livre, le choix d’une valeur dé- 
terminée de cette constante n'est pas nécessaire. Cette constante acquiert une 
signification physique et une valeur numérique déterminée en théorie de la 
relativité, à l'occasion du principe d'équivalence de la masse et de l'énergie [2]. 
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condition la règle d'additivité s'applique aussi à l'énergie interne, 
ce qui permet d'écrire pour tout corps homogène 


Eint = Me (t, v), (1.18; 


où & est l’énergie interne massique (i. e. l'énergie interne de l'unité 
de masse), m la masse du corps et v son volume massique. 


$ 5. Applications de la loi de la conservation 
de l'énergie aux problèmes généraux de la thermodynamique 
(premier principe de la thermodynamique). 
Quantité de chaleur reçue par un système 


Considérons maintenant le cas général d’un système qui n’est 
pas adiabatiquement isolé. Afin de pouvoir appliquer à ce cas les 
considérations ci-dessus, considérons un système donné À et les 
corps environnants B contenus tous ensemble dans une enceinte 
adiabatique. Le système À n’est pas adiabatiquement isolé du systè- 
me B. Supposons que le travail extérieur du « grand » système À + 
+ B n'est produit que par le système À. L'énergie du « grand » sys- 
tème À + B est égale à £ + £E”, E étant l'énergie du système À 
et Æ’ celle du système LB. 

Le travail produit par le système À (le système B ne produisant 
aucun travail) est égal au travail du système À + B et à la diminu- 
tion d'énergie du «grand » système À + B: 


dW=—d(E +E"), (1.19) 
d'où 
dE = — dW — dE", (1.20) 


Il s'ensuit que la variation d'énergie du système À résulte non seu- 

lement du travail dW qu'il fournit, mais aussi de l'interaction du sys- 

tème À avec les corps environnants, cette interaction ne donnant 

lieu à aucun travail extérieur. Ce deuxième terme — d£" (que nous 

noterons dQ) est appelé quantité de chaleur reçue par le système A. 
On peut écrire (1.19) sous la forme 


dQ = dW + dE (a, x, E) (1.21) 
ou en explicitant: 
dQ = S'Aida; + dE (ais %s E)e (1.22) 


C'est l'équation générale exprimant le premier principe de la thermo- 
dynamique [3]. 

On doit remarquer que £” est la fonction d'état du système B 
et non pas celle du système À, de sorte que l'égalité dQ = — dE” 
ne signifie nullement que dQ est la différentielle totale de la fonction 
d'état du système considéré À. 
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La quantité da chaleur que reçoit le système n'est pas une diffé- 
rentialle totale de la fonction d'état du système À, ce qui signifie 
que la quantité de chaleur dépend du chemin suivi pour passer d’un 
état à un autre. En effet, lors du passage de l’état 1 à l’état 2 la 
quantité de chaleur reçue est égale à 


Qis TWia + (Ea — Er) (1.23) 


La quantité E, — E;, ne dépend pas du chemin suivi (c’est une diffé- 
rence des fonctions d'état), mais W,, dépend du chemin suivi (le 
système n'étant pas adiabatiquement isolé). C'est pour cela que dQ 
n'est pas la différentielle totale d’une fonction d'état quelconque du 
système À; c’est une quantité infiniment petite caractérisant une 
transformation infinitésimale. 

Lorsqu'un système contenu dans une enceinte adiabatique subit 
une transformation, dQ = 0, comme le montre la comparaison des 
formules (1.14) et (1.23). Inversement, toute transformation lors de 
laquelle le système n’échange aucune chaleur, i.e. dQ = 0, constitue 
une transformation adiabatique. 

Lorsqu'un corps donné 1 est entouré de plusieurs corps 2, 3,..., 
on peut décomposer la quantité de chaleur dQ, reçue par le corps 1 en 
toute une série de termes tels que dQ, = dQ,3 + dQ;s + dQ,,+. .. et 
envisager les quantités de chaleurs qu'il reçoit des corps 2 ,3, 4, ... 
[Une telle division de la chaleur reçue était toute naturelle du point 
de vue des conceptions anciennes selon lesquelles la chaleur était 
une substance, mais se heurte à des difficultés dès qu'on lie la chaleur 
à l'énergie fournie au corps lorsque les paramètres extérieurs res- 
tent constants. Il existe cependant des cas particuliers où cette di- 
vision peut être plus ou moins justifiée. C’est le cas, par exemple, 
d'un système composé de corps 2, 3, 4, qui sont isolés les uns des au- 
tres par des parois adiabatiques, mais ne le sont pas du corps 1. Dans 
ce cas les corps 2, 3, 4,... ne peuvent pas transmettre de la chaleur 
les uns aux autres, mais peuvent la transmettre au corps 1. La géné- 
ralisation de cet exemple est rendue difficile par le fait que la supres- 
sion des parois adiabatiques exercera une influence sur l’état du 
système et sur l’évolution des transformation dont il est le siège.] 

Cherchons à élucider la signification moléculaire des quantités 
figurant dans l’équätion (1.22) qui exprime le premier principe de la 
thermodynamique. 

Soit un système composé de particules (atomes, ions, etc.) et 
posons, comme on l’a fait jusqu’à présent, que le nombre de particu- 
les ne change pas (si le nombre de particules variait lors d’une trans- 
formation, on aurait dû introduire un terme supplémentaire expri- 
mant la variation d'énergie due à la variation du nombre de parti- 
cules, i.e. à la variation de la masse du corps). 

Du point de vue moléculaire, l’énergie de notre système est égale 
à la somme des énergies cinétique et potentielle de toutes les parti- 
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cules composant le système. Appliquons à ce système les lois de la 
mécanique sous la forme des équations de Hamilton. 

Dénotons par q:, p, les coordonnées et les impulsions généralisées 
de notre système, par a, les coordonnées des corps environnants qu’on 
a choisies en qualité de paramètres extérieurs, et par q:, p. toutes les 
autres coordonnées et impulsions généralisées qui caractérisent les 
positions et les impulsions des molécules entourant le système de 
corps considéré. 

La fonction de Hamilton À (q, p, a, q’, p') de notre système (qui 
est égale à son énergie Æ) dépend aussi bien de q, p que de a, q°, p’. 
Les équations de mouvement du système sont de la forme 


° 0H ° OIT 
= Pi Su: (1.24) 


On notera que dans le cas considéré, ces équations ne comportent 
pas d’intégrale de l'énergie (4 = const) puisque la fonction de 
Hamilton dépend du temps (par l'intermédiaire de a, g', p’, qui 
dépendent du temps). Néanmoins on procédera comme on l'avait fait 
pour trouver l'intégrale de l’énergie: on multipliera le premier grou- 


pe d'équations par Pi et le second groupe par Qu on fera la différence 
et on sommera sur tous les i. On obtient ainsi 


> (pit en) =0. (1.25) 


D'autre part, la dérivée de H (de l’énergie £ du système) par rapport 
au temps est 


= ° ôH * ôH dan 
=) + dpi pit Dig Ut à Gaz, + 
OH *, dv 
+} (3 + Sr pi). (1.26) 
À l'aide de (1.25) on peut récrire cette sx pression sous la forme 
dE= Ÿ 5e dan + dt » (5 Di + pi). (4.27) 


Pour passer à l'équation macroscopique (1. 22, {l faut prendre la 
moyenne de l’équation (1.27) sur un intervalle de temps suffisamment 
long. On trouve alors 


ae = >, 0H L dan + 4h} (2 Gite pi); (1.28) 


où le trait dénote la valeur moyenne. Identifions cette équation à 
l'équation (1.22) écrite comme suit; 


dE = —2 A;jda, + dQ. (1.29) 
k 
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On constate alors qu'au travail d'A, da, correspond le terme 
— » _—_. da, qui représente la variation de la fonction de Hamilton 
liée directement à sa dépendance avec les paramètres a,. A la quanti- 
té de chaleur dQ correspond le terme dt ÿ» (+ g'+ p') , qui 
représente la variation de la fonction de Hamilton déterminée par 
la variation des coordonnées et des impulsions des molécules des corps 
environnants dont les paramètres extérieurs ne tiennent pas compte 
directement. 

Il a été indiqué plus haut (p. 21) que dans les cas simples l'énergie 
d'un système peut être représentée sous forme d’une somme de ter- 
mes (par exemple d’une somme de l'énergie cinétique, de l'énergie 
potentielle et de l'énergie interne). On doit cependant remarquer 
qu'une division de l’énergie en une somme de termes représentant des 
formes ou espèces différentes de l'énergie (cinétique, potentielle, in- 
terne, électrique, etc.) est généralement impossible et ne peut avoir 
de sens que pour des cas simples en tant qu’approximation. En géné- 
ral, une telle division peut conduire à des résultats erronés même 
dans des cas simples, par exemple l'énergie d'un mélange de gaz en- 


trant en réaction chimique les uns avec les autresest E — D r3Ei(T}) 
(voir $ 48); dans ce cas on ne peut mettre en évidence un terme qui 
pourrait être appelé énergie chimique. L’énergie d’un corps piézoé- 
lectrique (cf. 8 14) comporte des termes qui dépendent aussi bien 
des déformations du corps que de sa polarisation électrique; ces 
termes pourraient être considérés comme représentant soit l'énergie 
potentielle soit l'énergie électrique. Il importe de souligner expressé- 
ment que la notion souvent utilisée d’« énergie thermique » n’a pas 
de signification physique concrète. On a montré ci-dessus que la 
«quantité de chaleur dQ reçue par un corps» n’est une différentielle 
totale d’aucune fonction d'état du corps. On ne peut donc introduire 
la notion de quantité de chaleur Q contenue dans un corps en l’assi- 
milant à une fonction déterminée d'état du corps (l'intégrale de 
dQ dépend du chemin d'intégration), et l’appeler énergie thermique. 

On pourrait penser que le terme « énergie thermique » pourrait 
s'appliquer à la partie de l'énergie totale d’un corps qui dépend de 
la température, mais il est généralement impossible de mettre en 
évidence de façon univoque le terme correspondant dans l’expression 
de l'énergie. On se rend aisément compte qu’il existe des cas où même 
l'énergie cinétique dépend de la température ; par exemple, si on con- 
sidère la rotation d’un corps solide ayant un grand coefficient de 
dilatation thermique, son moment d'inertie dépendra de latempérature: 
J = J (x) et par suite son énergie cinétique J (x) w°/2 (w est la vi- 
tesse angulaire) sera également fonction de la température. 
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$ 6. Equilibre thermodynamique 


On appelle état d'équilibre thermodynamique l'état vers lequel évo- 
lue, au cours du temps, un système se trouvant dans des conditions exté- 
rieures déterminées, i.e. pour des valeurs constantes déterminées des pa- 
ramètres extérieurs et une température constante déterminée des corps en- 
vironnants. 

Illustrons cette notion fondamentale par quelques exemples. 

Les conditions extérieures dans lesquelles se trouve un gaz sont 
déterminées par la position des parois du récipient qui le contient 
{i.e. par le volume Ÿ de celui-ci) et leur température +. On a montré 
plus haut que la pression du gaz devait être considérée comme un pa- 
ramètre intérieur. Lorsqu'un gaz est contenu dans un récipient im- 
mobile, les densités s'’égaliseront au cours du temps en tous les 
points et la pression acquerra en tous les points une valeur déterminée 
qui ne dépend que du volume du récipient et de la température. Si 
le système considéré est un mélange de gaz susceptibles de réagir 
chimiquement les uns avec les autres, le récipient contenant le mé- 
lange sera le siège de réactions chimiques. Les concentrations des 
constituants chimiques varieront de même que la pression. En fin de 
compte, il s’y établira un état correspondant à l’absence de toutes les 
transformations, les réactions chimiques ne pouvant plus se pour- 
suivre (même en présence de catalyseurs), et cet état sera l’état 
d'équilibre thermodynamique (et simultanément l'état d'équilibre 
chimique). Dans cet état, les concentrations des constituants auront 
des valeurs dépendant du volume du récipient et de la température; 
la pression sera également fonction de V et +. 

Un diélectrique placé dans un champ électrique extérieur continu 
E (E est un paramètre extérieur) acquiert au bout d’un certain temps 
une polarisation P déterminée (la polarisation est un paramètre 
intérieur puisqu'elle dépend de l'orientation et du déplacement des 
molécules). Pour un diélectrique isotrope 


P= TE, (1.30) 


où e est la permittivité « statique » dont la valeur dépend de la tem- 
pérature et de la densité du corps. 

L'analyse d’un grand nombre d'exemples de ce genre a montré 
qu’on pouvait énoncer une proposition générale fort importante con- 
cernant l'équilibre thermodynamique. 

Dans l'état d'équilibre thermodynamique, tous les paramètres inté- 
rieurs d'un système dépendent des paramètres extérieurs et de la tempé- 
rature. 

Cette proposition s’applique aux systèmes dont toutes les parties 
ont la même température à l’état d'équilibre. A l'équilibre, les tem- 
pératures des diverses parties ne peuvent être différentes que si ces 
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parties sont séparées les unes des autres par des cloisons adiabatiques. 
Par conséquent, la proposition énoncée si-dessus concerne uniquement 
les systèmes dépourvus de cloisons adiabatiques (ces systèmes sont dits 
thermiquement homogènes). 

L'énergie &'un système est une fonction des coordonnées et des 
vitesses de ses molécules, ainsi que des paramètres extérieurs. De 
ce fait on peut considérer l'énergie comme un paramètre intérieur 
du système. A l’équilibre, en vertu de la proposition énoncée, l’éner- 
gie sera fonction des paramètres extérieurs et de la température. En 
résolvant l'équation représentant cette fonction, on pourra exprimer 
la température en fonction de l'énergie et des paramètres intérieurs. 
Il s'ensuit que l’on peut formuler la définition de l’équilibre thermo- 
dynamique de la façon suivante. 

Lorsqu'un système se trouve dans un état d'équilibre thermodynami- 
que, tous ses paramètres intérieurs sont des fonctions des paramètres 
extérieurs et de l'énergie du système *). 

Il est donc essentiel qu’à l’équilibre l’état d'un système est dé- 
terminé non seulement par les paramètres extérieurs, mais encore 
par une grandeur qui peut être l'énergie ou la température. D'un certain 
point de vue, les formulations et les raisonnements de ce paragraphe 
ont besoin d'être notablement précisés, car on a admis que l’état 
d’équilibro thermodynamique était immuable dans le temps et que 
dans cet état tous les paramètres intérieurs rostaient constants. Or 
les paramètres intérieurs sont des fonctions des coordonnées et des 
vitesses des molécules, et puisque, même dans l’état d'équilibre ther- 
modynamique, celles-ci varient au cours du temps par suite du mou- 
vement thermique des molécules, tous les paramètres intérieurs doi- 
vent également varier au cours du temps. Ce ne sont pas les fonctions 
elles-mêmes qui sont constantes dans le temps, mais seulement 
leurs valeurs moyennes sur un intervalle de temps suffisamment long. 
En toute rigueur, ce sont ces valeurs moyennes qui représentent les 
« valeurs des paramètres intérieurs caractéristiques de l’équilibre 
thermodynamique ». Toutes nos assertions ne concernent que ces va- 
leurs moyennes. 

Les écarts par rapport à ces moyennes, provoqués par le mouve- 
ment d’agitation thermique, sont appelés fluctuations. La théorie 
des phénomènes liés à l’existence des fluctuations dans un état d’équi- 
libre thermodynamique est l’objet de la thermodynamique statis- 
tique. 

Remarquons cependant que pour nombre de grandeurs, notamment 
pour celles qui sont des fonctions des coordonnées et des vitesses des 
molécules, ayant la forme d’une somme des fonctions identiques des 
coordonnées et des vitesses des molécules prises séparément (c’est le 
cas, par exemple, de l'énergie cinétique de toutes les molécules du 


*)0ù1 notera qu'on thsrnoiyan aigue statistique a proposition équiva- 
ente à celle qui est dnnée ici e3t appelée « hypothèse ergoiique ». 
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système), les fluctuations sont relativement petites, ce qui permet 
souvent de ne pas tenir compte de ces considérations [4]. 


$ 7. La température 


La température est l’une des principales grandeurs de la thermo- 
dynamique et de la physique en générale. Dans ce qui précède, on a 
déjà utilisé la notion de température avant même que cette notion 
ait été définie exactement. Dans le deuxième énoncé de la définition 
de l'équilibre thermodynamique, on ne fait pas appel à la notion de 
température, mais cette définition peut servir de base à une défini- 
tion de la température qui apparaît comme une grandeur spéciale 
servant à caractériser les systèmes à l’état d'équilibre. C'est cette 
question qui fait l’objet de ce qui suit. 

On peut déduire l'existence de la température, i.e. de la grandeur 
physique dont les propriétés sont bien connues, de plusieurs générali- 
sations des données expérimentales concernant la distribution de 
l'énergie d’un système en équilibre entre ses différentes parties. La 
première de ces généralisations est la proposition fondamentale, 
énoncée dans le paragraphe précédent, qui affirme qu'à l'équilibre 
thermodynamique l’état d'un système est déterminé par les paramè- 
tres extérieurs et par une certaine grandeur. La deuxième générali- 
sation concerne les propriétés de l'équilibre thermodynamique: 
la transitivité, l’unicité de la distribution d'énergie entre les parties 
du système et enfin le fait qu'à l'équilibre thermodynamique les 
énergies des parties d'un système augmentent avec son énergie totale. 

La signification du terme transitivité de l'équilibre est la sui- 
vante. Soit un système composé de trois parties (1,2 et 3) se trouvant 
dans certains états. Si les systèmes formés, d’une part, par les parties 
4et2et, d'autre part, par les parties 2 et 3 pris séparément se trou- 
vent dans des états d'équilibre thermodynamique, on peut affirmer 
que le système formé par les parties 3 et 1 se trouvera aussi dans ur 
état d'équilibre thermodynamique. On admet qu'il n’y a de cloisons 
adiabatiques entre aucun couple de parties du système dans chacun 
de ces cas (ce qui signifie que le transfert de la chaleur est assuré). 

Commençons par écrire la propriété de l'état d'équilibre pour le 
système constitué par les parties 1 et 2. Dénotons par a,; et a,, les 
paramètres extérieurs dont dépend l’état des parties 1 et 2. Il s’agit 
ici des paramètres extérieurs caractérisant l’état d’une certaine par- 
tie du système et dont dépendent (avec l’énergie) tous les paramètres 
intérieurs de cette partie du système. Pour alléger les écritures, on 
n’écrira qu'un seul paramètre extérieur pour chacune des parties du 
système: a, pour la première, a, pour la deuxième, etc. Comme 
d'habitude (cf. $ 4), on suppose que l'énergie du système s'obtient 
en additionnant les énergies de ses différentes parties. 
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Comme l'énergie de chaque partie du système est un paramètre 
intérieur du système tout entier, à l'équilibre les énergies £, et £, 
des parties 1 et 2 dépendent des paramètres extérieurs concernant le 
système tout entier, ainsi que de l'énergie £ = E, + £E, de ce der- 
nier, i.e. 


E; = fi (as ae, E), En = fa (&, as, E). (1.31) 
En résolvant ces équations par rapport à Æ on trouve 
Fi (@is Gas E1) = Fa (Gus Gars 2) = E. (1.52) 


Or, compte tenu de la signification des paramètres a, et @à, 
l'énergie E, ne peut dépendre de a, et l'énergie £, ne peut dépendre 
de a,, ce qui signifie qu'on doit remplacer (1.31) par 


E, = fi (a, E), E3 = f: (a, E). (1.33) 
En résolvant ces équations par rapport à £ on trouve 
E =®(a,£E,), E = ®, (a, E:), (1.34) 
d’où 
Du (a E1) = D, (as, Es). (1.35) 


Pour le système composé des parties 1 et 2 il existe donc des fonctions 
D, (a, E;) et ®, (a, E:) qui ne dépendent que des grandeurs rela- 
tives à la partie correspondante et qui deviennent égales à l'équilibre. 

La mise en œuvre du caractère transitif de l'équilibre permet de 
démontrer que chacune de ces fonctions est déterminée uniquement 
par la partie concernée du système. Par exemple, la fonction ®, 
reste la même, que la partie 1 appartienne au système 1 et 2 ou au 
système 4 et 3. Dans les deux cas la fonction ®, sera la même. Il 
en est de même de la fonction ®D,. Pour le démontrer, considérons le 
système composé des parties 1, 2 et 3. Afin que le système composé 
des parties 4 et 2 soit à l'équilibre, il faut que soient vérifiées les 
conditions (1.35). De façon analowue, pour que le système composé 
des parties 2 et 3 soit en équilibre, on doit satisfaire aux conditions 
de la forme 


Fa (Ge; E;) — Fa (as: Es), & (1.36) 
et pour le système 41 + 3, aux conditions de la forme 
Xs (as Ë;) = Xi (a Ei). (1.37) 


En vertu du caractère transitif de l'équilibre, l'existence d'un 
équilibre dans les systèmes 1 + 2 et 2 + 3 implique que pour les 
mêmes énergies des parties constitutives et pour les mêmes paramè- 
tres extérieurs le système 3 + 1 sera également en équilibre. Il 
s'ensuit que les conditions d'équilibre du système 1 + 3, i. e. l'éga- 
lité (1.37), doivent découler des conditions d'équilibre des systèmes 
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1 + 2et 2 + 3, i. e. des égalités (1.35) et (1.36). Par conséquent on 
peut éliminer a, et Æ, entre deux équations à six variables (1.35) 
et (1.36) et obtenir une égalité de la forme (1.37). Il s'ensuit qu'en 
résolvant (1.36) par rapport à £, et en portant la fonction E, — 
= E, (a, as, E;) ainsi obtenue dans (1.35), le résultat ®, {a, 
E; (as, as Es) } doit être indépendant de a,, de sorte que la dérivée de 
cette expression par rapport à a, doit être nulle, i.e. 


6 + 0 ÔEs _ 0 (1.38) 


0ay ‘ ÔE3 083 
à condition que 0E./6a, s’obtienne à partir de (1.36): 
ÔE: 0W:/0a 


0as = — 0Ya/0Ës ° (1.39) 
De (1.38) et (1.39) on obtient 


ODa 0Va Ds da 
das 0Ea 0Ea 02 ne (1.40) 
L'expression du premier membre se laisse représenter sous forme du 
déterminant fonctionnel 


00D,/0a,; 0Y./0a, 
00,/0E, 0W,/0E, |. 


On sait qu’en l’égalant à zéro *) on trouve que les fonctions ®, et 
Y, sont fonctions l’une de l’autre: 


D, = j (#2). (1.41) 
On en déduit aussitôt qu’on peut écrire l'égalité (1.36) sous la forme 
D; (G2s La) = Ds (ass Es), (1.42) 
où D, = f (#:) et que (1.37) doit être de la forme 
Ds (ass Es) = D (a, Es). (1.43) 


Il existe donc pour tout système une fonction de ses paramètres exté- 
rieurs et de son énergie, qui possède la même valeur lorsqu'on réunit 
tous les systèmes se trouvant en équilibre. 

Il est évident que les égalités (1.35), (1.42) et (1.43), qui lient 
les énergies des différentes parties d’un système à l'équilibre, se con- 
servant si on remplace les fonctions ®, (a, E,), ®, (a, E;), … 
par les fonctions 


Pa (Gus En) = Q ID, (a, Ei)], Pa (Gas 2) = QD, (as, E:)l, . .., (1.44) 


*) Voir par exemple: Smirnov V.I., Cours de mathématiques supérieures, 
Editions Mir, Moscou, t. III, 1ère partie, ch. 1, 8 2, 18 
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où (2 est une fonction arbitraire.’Il s'ensuit que la forme de ces fonc- 
tions n'est pas définie univoquement, mais à une fonction arbitraire 
commune à ces fonctions près. 

Les fonctions (1.44) des paramètres extérieurs et de l'énergie sont 
appelées températures des systèmes 1, 2 et 3. En dénotant les tempé- 
ratures des systèmes À, 2, .… par Ti, T+, ..…, Ce qui revient à poser 


D, (ay, Es) = Tis Do (Go, Er) = Toy es) (1.45) 
on peut affirmer que les conditions (1.35) et (1.42) se ramènent à exi- 
ger que les températures des différentes parties du système soient 
égales. 

11 s'ensuit de ce qui précède que la température n’est pas définie 
univoquement. À la place de la température + on peut prendre une 
température tv’ telle que t’ = Q (x), (2 étant une fonction arbitraire. 
I] peut donc être question de la température donnée dans différentes 
échelles de température. Par conséquent la définition de la tempéra- 
ture qui vient d’être donnée permet de fixer l'égalité des températures, 
mais ne permet pas d’attacher une signification physique au fait 
qu’une température est plus haute qu’une autre. (Effectivement, 
dans la transformation x’ = Q (x) la fonction Q (x) est encore abso- 
lument arbitraire et peut bien ne pas être monotone.) 

Afin que les notions de température plus haute et de température 
plus basse aient un sens physique bien déterminé et qui corresponde 
à ce que l’on entend usuellement par ces termes, il faut compléter la 
définition ci-dessus par la proposition suivante. 

La température d'un corps augmente avec son énergie, les paramè- 
tres extérieurs restant constants. Cela revient à affirmer que lorsqu'un 
corps reçoit de la chaleur, les paramètres extérieurs restant constants, 
sa température augmente. 

On n’a pu préciser la définition de la température que parce que 
l'expérience permet d'établir encore plusieurs autres propriétés de 
l'état d'équilibre des systèmes physiques. 

A l'équilibre, il ne peut exister qu'une seule distribution d'énergie 
bien déterminée entre les parties d'un système. Lorsque l'énergie totale 
d'un système augmente (les paramètres extérieurs restant constants), 
les énergies de ses parties augmentent. 

Il résulte de l’unicité de la distribution de l'énergie qu'une équa- 
tion de la forme ®, (a, Æ,) = ®, (a, E,) fournit une valeur dé- 
terminée de £, correspondant à une valeur donnée de £, (a,, a, étant 
donnés), autrement dit fournit une seule solution £, de l'équation 
®, (a, E,) = c. Il s'ensuit évidemment que la fonction ®, (a,, £,) 
est une fonction monotone de E,. La même conclusion vaut pour la 
fonction ® (a, E) de n'importe quel système. (Il serait plus exact de 
dire que les relations (1.35), (1.42), (1.43), etc., peuvent être écrites 
sous forme d'égalités des fonctions monotones de E;, E,, Es, etc.) 
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Ainsi, le fait que les énergies des différentes parties d’un système 
croissent simultanément implique que toutes les fonctions ,, 
D,, O;, etc., sont les fonctions soit monotonement croissantes soit 
monotonement décroissantes de £;, Æ,, E;, etc. Il s'ensuit qu’en réa- 
lisant une simple transformation on peut rendre toutes ces fonctions 
croissantes. Par conséquent on peut toujours choisir les fonctions de 
température t = D (a, Æ) de telle manière que + croisse avec E. 
Ayant réussi ainsi à limiter les échelles de température, on peut af- 
firmer maintenant que la dérivée ôt/0E est positive pour tous les 
corps. On peut dire aussi que la dérivée 9£/@r, i. e. la capacité calo- 
rifique des corps ($ 9), est toujours positive. Cela signifie que l'éner- 
gie des corps croît avec la température. Le choix d'une échelle de 
température reste encore arbitraire, mais pour passer d’une échelle 
{t) à une autre échelle (r’) à l’aide de la formule +’ = Q (t), on ne 
pourra utiliser que des fonctions (2 (t) monotonement croissantes. 

La définition de la température qui vient d’être formulée corres- 
pond à l’utilisation du thermomètre servant à sa mesure. En qualité 
de thermomètre on peut utiliser n'importe quel corps faisant partie 
du système dont on cherche à mesurer la température; le thermomè- 
tre peut échanger de la chaleur avec le système. Les paramètres exté- 
rieurs qui déterminent l’état du thermomètre doivent être fixés. 
On mesure la valeur d’un paramètre intérieur quelconque caractéri- 
sant le thermomètre lorsque le système constitué par le thermomètre 
et le milieu environnant et dont on cherche à mesurer la température, 
se trouve à l’état d'équilibre. En vertu du principe général (p. 26), 
ce paramètre intérieur est fonction de l'énergie du thermomètre 
(ainsi que de ses paramètres extérieurs dont les valeurs doivent être 
fixées pour pouvoir graduer le thermomètre). Ainsi, à chaque mesure 
du paramètre intérieur du thermomètre correspond une énergie dé- 
terminée de ce dernier, et en vertu de (1.45), il lui correspond une 
température déterminée de tout le système. 

Bien entendu, chaque thermomètre possède sa propre échelle de 
température; par exemple pour le thermomètre à gaz à volume cons- 
tant dont le paramètre extérieur — le volume, est fixé, le paramètre 
intérieur à mesurer est la pression du gaz. Ce principe de fonctionne- 
ment du thermomètre ne concerne en toute rigueur que les thermo- 
mètres n’utilisant pas des transformations irréversibles (thermomè- 
tres à mercure, à gaz, pyromètre optique et ceux où on détermine 
la température par mesure des propriétés magnétiques). Les instru- 
ments de mesure de la température, tels que les couples thermoélectri- 
ques ou fondés sur la mesure de la résistance électrique d’un conduc- 
teur, font intervenir des méthodes plus compliquées. 

Il importe de faire deux remarques concernant les limites de va- 
lidité de la notion de température, qui découlent de sa définition. 

Les considérations qui ont été unilisées pour introduire la notion 
de température étaient fondées sur l’idée que l'énergie du système 
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était égale à la somme des énergies de ses parties. [1 s'ensuit qu'on 
ne peut parler d'une température déterminée des parties d'un syste- 
me que lorsque les énergies de ces parties sont additives. 

La démonstration qui a permis d'introduire la notion de tempé- 
rature ne concernait que l’état d'équilibre thermodynamique. Par 
conséquent, les égalités (1.35), (1.42) ou (1.43) ne permettent de dé- 
terminer la température que pour des systèmes ou leurs parties se 
trouvant à l'état d'équilibre. Lorsqu'un système se trouve 
dans un état proche de l'équilibre, la température ne peut être con- 
sidérée que comme une notion approchée. Si le système est loin de 
son état d'équilibre, la notion de température est dénuée de sens. 
A titre d'exemple, on peut citer un gaz raréfié dans lequel on fait 
passer une décharge électrique. Lorsque l'intensité du courant tra- 
versant le gaz est grande, l'écart par rapport à l'état d'équilibre peut 
être fort important. On ne peut donc caractériser le gaz par une seule 
température déterminée et on est obligé d'introduire dans ce cas 
les notions de température électronique, qui est liée à l'énergie du mou- 
vement thermique de translation des électrons, et de température 
ionique liée à l'énergie d'excitation des ions. 


$ 8. Transformations quasi statiques (réversibles) 


Lorsque les conditions externes varient, l’état du système chan- 
ge. Si on fait varier les conditions extérieures lentement, à la limite 
lors d’une variation très lente des paramètres extérieurs et de la tem- 
pérature des corps environnants, le système pourra à tout instant 
arriver à l'état d'équilibre thermodynamique. Le système, tout en 
modifiant son état, passera successivement d'un état d'équilibre à 
un autre état d'équilibre, et cette transformation pourra être consi- 
dérée comme une succession d'états d'équilibre. 

Les transformations infiniment lentes, constituées par une succes- 
sion d'états d'équilibre (plus exactement d'états infiniment proches 
des états d'équilibre) sont appelées transformations quasi statiques. 

Les transformations quasi statiques jouissent d’une propriété de 
réversibilité. La transformation quasi statique est toujours réversi- 
ble. On appelle transformation réversible toute transformation qui 
peut évoluer en sens inverse, le système repassant par les mêmes états 
que dans la transformation directe mais dans l’ordre inverse. Comme 
à chaque étape d’une transformation quasi statique l’état du syste- 
me est un état d'équilibre, celui-ci est complètement défini par les 
paramètres extérieurs et la température. Il s’ensuit que si on fait 
varier en sens inverse et quasi statiquement les paramètres extérieurs 
et la température, le système repassera en sens inverse par les mêmes 
états que dans la transformation directe. Inversement, les transfor- 
mations réversibles sont en même temps des transformations quasi 
statiques. Mais il n’en est pas toujours ainsi lorsqu'on envisage des 
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cas idéalisés: en mécanique par exemple, si les forces sont conserva- 
tives (en négligeant les forces de frottement) les transformations pé- 
riodiques même rapides sont évidemment réversibles. 

On utilisera indifféremment les termes réversibles et quasi sta- 
tiques comme si c'était des synonymes puisqu'on n’envisagera pas 
dans ce qui suit des cas idéalisés, comme ceux qui ont été cités 
[5, 6]. 

Pour une transformation quasi statique le travail est donné par 
l'expression 


DS Ada, (1.46) 


dont la forme est la mème que pour une transformation quelconque, 
à cela près que pour une transformation quasi statique les forces ex- 
térieures généralisées À, ne sont fonction que des paramètres exté- 
rieurs et de la température: 


Ar = Ai (@, ds, ..,T). (1.47) 


Cela résulte de ce que toute transformation quasi statique est une 
succession d'états d'équilibre et donc à chaque étape de la transfor- 
mation tous les paramètres intérieurs ne dépendent que des valeurs 
de a; et de t à l'étape considérée. 

Dans les cas où il s’agit d’un gaz ou d’un liquide, le travail de 
dilatation dans une transformation quasi statique est de la forme 


p dv, (1.48) 


p s'exprimant en fonction de V et + à l’aide de l'équation d'état. 

Il va de soi que pour une transformation quasi statique les for- 
ces extérieures généralisées peuvent également être données en fonc- 
tion de a, et de l'énergie Æ du système. 


$ 9. Capacité calorifique 


La capacité calorifique est l’une des grandeurs importantes liées 
à l'énergie du système. On appelle capacité calorifique d'un systè- 
me le rapport de la quantité de chaleur reçue par un corps à l’élé- 
vation correspondante de la température du système. Si on fixe en- 
core les conditions dans lesquelles s’effectue l’échauffement (à vo- 
lume constant, par exemple), en vertu du premier principe, la capa- 
cité calorifique se trouve complètement définie comme une fonction 
d'état du corps. 

Démontrons cette assertion et établissons les formules liant la 
capacité calorifique à l'énergie pour quelques cas simples. Considé- 
rons la capacité calorifique dans le cas d’un échauffement quasi sta- 
tique du corps; dans ce cas, la capacité calorifique sera une grandeur 
rapportée au corps se trouvant à l’état d'équilibre thermodynamique. 
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Posons que l'état du système est déterminé par le volume V 
et la tempéramture t. À l’état d'équilibre, l'énergie du système 
E — E (V, x) est une fonction de V et t. La quantité de chaleur re- 
çue par le système au cours d’une transformation quasi statique est 


dQ = dE + p dV = (5), a+ (25). dv + pav = 


= (He [(H ere 040 


où (0E/0t), désigne la dérivation de Æ par rapport à t à V constant ; 
la notation (0E/0V}), a une signification analogue. 

Par définition, la capacité calorifique C est égale au rapport de 
la quantité de chaleur à la variation de température pour la transfor- 
mation considérée : 


_ dQ 
=. (4.50) 


En posant que le volume est constant, on obtient la capacité calo- 
rifique à volume constant C, ; celle-ci est égale à (9£/0x).- puisque 
pour dV = 0 il résulte de (1.49) et (1.50) 


dQ=(<+), ar, C=(+).. (1.51) 


Si le processus d’échauffement s'effectue à pression constante, on 
obtient la capacité calorifique à pression constante C,. Celle-ci est 


égale à 
CR (lotl(r)+r](S), (52 
de sorte que 


CC [(ar). +7] (5), (1.53) 


où la quantité [(8E/8V). + p] (V/6+), représente la quantité de 
chaleur utilisée pour produire le travail [p (0V/6x),] et pour faire 
varier l'énergie du système [(0£/0V), (8V/àx),] par suite de la varia- 
tion de son volume résultant de son échauffement d'une unité de tem- 
pérature à pression constante. 

La capacité calorifique ainsi définie est mesurée en unités de 
travail (on utilise ici les mêmes unités pour mesurer la quantité de 
chaleur) rapportées à l'unité de température dans l'échelle adoptée. 
Il s'ensuit que la capacité calorifique dépend de l’échelle de tempé- 
rature. Comme l’énergie interne d’un corps est proportionnelle à la 
masse de ce dernier, on peut introduire la chaleur massique, i.e. 
la capacité calorifique de l'unité de masse du corps. La capacité 
calorifique C, (et C,) d’un corps est une grandeur toujours positive. 
3® 
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Cela tient à ce que, par définition de la notion de température, la 
température d'un corps s'élève lorsque le corps reçoit de la chaleur 
(cf. $ 7). 

Pour un gaz parfait l'équation d'état s'écrit *) pV = At (R est 
la constante des gaz pour une masse donnée de gaz) et selon la Loi 
de Joule, l'énergie ne dépend pas du volume (cf. & 12), i. e. 
(0E/9V); = 0. Comme d'autre part, pour un gaz parfait (9V/0+), = 
= R/p (expression déduite de l'équation d'état), on obtient 


Ch = Cr + R. (1.54) 
C'est la formule de R. Mayer **). 


Problèmes 


1. Etablir l'expression du premier principe de la thermodynamique pour 
l'unité de volume d’un diélectrique non conducteur soumis à l'action d’un 
champ électrique continu ct uniforme (en le plaçant, par exemple, entre les 
plaques d’un condensateur plan), en supposant, pour simplifier, que les vecteurs 
E et D sont parallèles en tous les points et que le volume massique est constant. 

Solution. Pour l'unité de volume du diélectrique, le travail électrique 
élémentaire est égal à —(£/4n) dD. En négligcant, comme l'impose l'énoncé 
du problème, le travail de dilatation (ou de compression) p dV, on écrira le 
premier principe comme suit: 


. E 
dQ=dlüton—-— dD, 
où d( est la quantité de chaleur élémentaire fournie au corps, Utot la densité 
d'énergie du système (y compris l'énergie du champ électrique). Introduisons la 
polarisation électrique P en utilisant la formule D — E + 4xP, et dégageons 
ans l’tot l'énergie du champ électrique dans le vide Æ?/8x en posant Utot — 
= LV’ + E*/8n. On trouve alors 


dQ = dU — E dP. 


2. Démontrer que la capacité calorifique d’une colonne de gaz parfait 
illimitée en haut et soumise à l’action d’un champ de pesanteur homogène est 
égale à la capacité calorifique à pression constante C,,. On exprimera la densité 
du gaz par la formule barométrique 


Mgz 
p= Po exp | — RAT ) : 


où M est la masse molaire ct À la constante molaire des gaz. 


[*) + est mesuré à l'aide d'un thermomètre à gaz. 

**) Dans les questions théoriques de la thermodynamique, la quantité 
de chaleur est donnée par tradition dans les mêmes unités que l'énergie. L'unité 
de capacité calorifique est alors le joule par kelvin (J/K). Ce choix rationnel 
des unités est adopté dans le système SI. Auparavant on utilisait des unités 
aujourd’hui obsolètes — la calorie ot la calorie par degré Celsius (cal/°C). La 
calarie est la quantité de chaleur qu'il faut fournir pour élever de 1 °C (générale- 
ment de 19,5 à 20,5 °C) la température de 1 gramme d'eau. En donnant des exem- 
ples numériques, l’auteur utilise parfois ces unités parce qu’elles sont directe- 
ment perceptibles. On doit se rappeler que 1 cal = 4,1868 J (équivalent méca- 
nique de la chaleur).] 


& 10] PRESSION CONSIDERÉE COMME UN PARAMÊTRE EXTÉRIEUR 37 


Solution. L'énergie de la colonne de gaz est égale à la somme de l'éner- 
gie interne et de l'énergie potentielle: 


E=Ejn(T)+mg | sexy (— 7e ] ae [ Lex (— 7e | a |" 
0 0 


= Ein (T) + RT, 


où m est la masse de la colonne de gaz. On en tire 


O0E m 
or Com À Cr 
$ 10. La pression considérée comme un paramètre 
extérieur et l’enthalpie 


Il est souvent plus commode de prendre pour variables fondamen- 
tales caractérisant l'état d’un système (gazeux ou liquide) la pres- 
sion p et la température t au lieu du volume V et de la température 
rt. Il est facile de transformer l'équation exprimant le premier prin- 
cipe pour ces variables. Pour cela, ajoutons et retranchons V dp 
dans le second membre de l'équation dQ — 
dE + p dV. On obtient alors {es 


d (£E + pV) — V dp = dQ. (1.55) 
Introduisons, à la place de l'énergie, une ç—#ha— 
nouvelle fonction d'état appelée enthalpie 


définie par 

H = E + pV. (1.56) 
Lorsqu'on utilise les paramètres p et +, cette 
fonction se substitue à l'énergie du système. 
L'équation (1.55) s'écrit alors 


dQ = dH — V dp. (1.57) 


Pour préciser la signification physique de 
l'enthalpie on procédera comme suit. 

Considérons un cylindre muni d’un piston mobile et rempli de 
gaz (fig. {). Sur l'unité de surface du piston s'exerce la force p (pres- 
sion extérieure). Considérons la pression p comme un paramètre 
extérieur et envisageons le système élargi, à savoir notre corps (le 
gaz) et le piston avec la charge. L'énergie E* de ce système est éga- 
le à la somme de l'énergie Æ du corps et de l’énergie potentielle du 
piston avec la charge IT = phS = pV, de sorte que 


E*=E+N=E + pV = H. (1.58) 


Ainsi l’enthalpie Æ est égale à l'énergie du système élargi [7]. 
Le travail effectué par ce système élargi est égal à — V dp. En effet, 


Fig. 1 


38 PRINCIPALES NOTIONS DE LA THERMODYNAMIQUE (CH. 1 


le travail produit de l'extérieur est égal au travail S dp de montée de 
la charge à la hauteur À 


V dp = Sh dp. (1.59) 


Par conséquent, l’équation (1.57) est l'équation générale expri- 
mant le premier principe pour le système élargi avec a = p et 
A = — V. La capacité calorifique à pression constante s'exprime 
tout simplement en fonction de l'enthalpie: 


ao (&) a+ (2) -v)an Ge (SE), = (5), 


d'où 


OE 
Go EF), (1.61) 
Les résultats qui viennent d'être obtenus montrent qu'une seule 
et même grandeur (la pression par exemple) peut être considérée 
comme un paramètre intérieur ou extérieur en fonction de la posi- 
tion du problème et en fonction de ce qui se rapporte au « système 
étudié » et aux « corps extérieurs » *). 


$ 11. Dilatation ou compression adiabatique 
réversible d’un corps 


Pour trouver l'équation d’une dilatation ou d’une compression 
adiabatique réversible (quasi statique) d'un corps, on doit égaler à 
zéro l'expression de dQ. Avec les variables V et t on peut écrire en 
utilisant (1.49) 


GE) a+ ((ærare de 


En y introduisant les capacités calorifiques à l'aide de (1.51) et 
(1.53) on obtient 


Cp—Co 
C, + yon, dv = 0. (1.63) 
En introduisant la notation C,/C,=Yona 
v—1 _ 


*) Il importe de remarquer que le choix de la pression en tant que para- 
mètre extérieur, définissant, avec la température, l'état du système, n’est pas 
toujours réalisable. En effet, le passage de la variable V à la variable p n'est 
possible que si (ôp/8V), 0 (en vertu d'un théorème connu de l'analyse con- 
cernant les fonctions inverses). Par conséquent, lorsque (ôp/9V), = 0, la pres- 
sion et la température ne peuvent définir l’état du système. C’est le cas du rayon- 
nement d'équilibre (voir problème n° 2 au & 27), ainsi que le cas d’un système 
composé de deux phases en équilibre (par exemple un liquide et sa vapeur au 
point d'ébullition lorsque la pression ne dépend pas du volume du système). 
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Cette équation s'applique à tous les corps gazeux, liquides ou soli- 
des. 

Examinons le cas d’un gaz parfait. On a alors: 

4) pV = Rr(x est la température dans l'échelle du thermomètre 
à gaz); 

2) l'énergie est indépendante du volume et ne dépend que de la 
température £ — E (x); par conséquent C, = 0E/0t = C, (rt) ne 
dépend que de la température. 

En utilisant encore la formule de Mayer C, — C,; = R, on ob. 
tient l'équation différentielle 


H HIT 4 0. (1.65) 


Pour pouvoir intégrer cette équation, il faut connaître la dépendan- 
ce de y avec t (y = y (rt) ne dépend que de +). Pour les gaz monoato- 
miques y = 1,66 et ne dépend pas de v, pour les gaz biatomiques 
(H;, O», N2) y = 1,4 à la température ordinaire et diminue lorsque 
+ augmente. 

Pour simplifier l'intégration de l'équation on posera que 
ne dépend pas de +, ce qui est justifié pour de petites variations de 
température. La résolution de l'équation (1.65) fournit alors le ré- 
sultat suivant: 


TVV-1 = const. (1.66) 


L'équation (1.66) est connue comme l'équation de l'udiabatique de 
Poisson. En passant à d’autres variables (p, t ou p, V) on trouve 


p'?1® = const, pVY = const. (1.67) 


Lorsque le volume d’un gaz parfait augmente de façon adiabatique, 
la température s’abaisse toujours, ce qui découle de l’équation (1.66) 
(y > 1). 

On verra par la suite ($ 21) que ce résultat est valable aussi pour 
les liquides, exclusion faite de certains cas particuliers [par exemple 
pour l’eau entre 0 et 4°C, lorsque (9V/ôx), << 01]. 


Problèmes 


[4. L'atmosphère terrestre s'échauffe surtout par contact avec la surface 
de la Terre qui absorbe l'énergie du rayonnement solaire. Si la température de 
l'air diminue rapidement avec l'altitude, les masses d'air chaud montent en 
se dilatant adiabatiquement par suite de la faible conductibilité thermique de 
l'air, ce qui conduit à leur refroidissement. Dans les couches inférieures de 
l'atmosphère (la troposphère), l'air subit un brassage (par convection), ce qui 
entraîne une rupture de la stabilité mécanique de l'atmosphère. Pour quelles 
valeurs maximales du gradient de température de l'air l'atmosphère se trouvera-t- 
elle dans un état d'équilibre mécanique stable ? 

Solution. A l'équilibre mécanique la température t, la densité p et 
la pression p de l'air ne dépendent que de l'altitude À au-dessus de la surface 
terrestre avec p = CpTt, où la constante C ne dépend pas de À. Par conséquent, 
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lorsque 2 varie, on aura 
dp  dp dt 
PRIT EE 
A une altitude k + dh la densité d'équilibre est donc 
dt 
p (+ dh)=p (h)+dp=p+< dp—p (a) 


T 

Supposons que par suite de perturbations aléatoires une petite masse d'air se 
déplace de l'altitude hk à l'altitude hk + dh. A l’intérieur de cette masse d'air 
la pression sera égale à la pression de l’air ambiant, ce qui implique que sa 
densité variera. Par suite de la faible conductibilité thermique de l’air, on peut 
admettre que le déplacement de cette petite masse d'air s'effectue de façon 
adiabatique, i.e. p — const pŸ. On en déduit que la variation de densité dp* 
de la masse d'air déplacée 


et la densité elle-même 
| 
p* (h+dh)= p ()+dpe=p+— LE dp. (b) 


Supposons que dh > 0, p* (h + dh) > p (h + dh). Dans ce cas la masse d'air 
déplacée, qui est plus lourde que l'air ambiant, reviendra dans sa position 
initiale, ce qui signifie que l'équilibre est stable. Pour dk > 0 et p* (h + dh) < 
< p (h + dh) la masse d'air déplacée étant plus légère que le milieu ambiant, 
s'élèvera toujours plus haut et l'équilibre sera alors instable. Des équations (a) 
et (b) on déduit la condition d'équilibre 


1 p p dt 
— —dp>——dp—p — avec dh>0. c 
+ P P = p P—P T (c) 
A l'équilibre mécanique 
dp_ _ 
dh — PS; (d) 
où g est l'accélération en chute libre. En éliminant dp on obtient 
HT Y—t ge — + PCT g=— À PE 
dh T7 P Y = P Ch EH P Cp 
ou 
dt £ 
hr (e) 


L'égalité correspond à l'équilibre indifférent. La stratification correspondante 
de l'atmosphère est dite adiabatique. En posant pour l'air C, = 1 erg/(g-K) 
on trouve 

dt 


En fait le gradient de température adiabatique est, en valeur absolue, un peu 


plus petit, ce qui est principalement dû à la condensation de la vapeur d’eau 
contenue dans l'air par suite de sa dilatation *).]| 


*) Voir Sivoukhine D. V., Thermodynamique et physique moléculaire, $ 121, 
Ed. Mir, 1982 (Cours de physique générale, t. 11), où cette question est traitée 
en détail. 
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2. Démontrer que pour un système homogène quelconque soumis de toutes- 
parts à la même pression les compressibilités adiabatique et isotherme sont liées 


par la relation 
(57 Jar (55 ee (Gr 
0p Jadiab \ ôp /x Cp \ôpIrkY° 


Démonstration. D’après l'équation (1.64) on a pour l'adiabatique- 


En 2 
dt + V0; dv =0,. (a) 
D'autre part, 
OT ot 
d= 57) 2+(5), de. (b) 
De (a) et (b) on déduit 
ÔTt OT ‘ 
(5 ],ev+ (55), dp=0. (c): 
En utilisant l'identité (91/9V), (9V/8p); (dp/0t)y — —1. on trouve aussitôt 


la relation cherchée : 
(7 Jar = + (37) 
0p Fadiab Y \ ôp /1° 
3. Une tige de longueur ! est étirée sous l’action d'une force P. En admettant 


que la déformation est élastique (ce qui revient à admettre que la longueur de 
la tige est fonction de P et de la température), montrer que les coefficients. 


d'allongement adiabatique et isotherme + sont liés par la relation 


+ | = ( 7) 
0P Jadiab Cp \ 9P }+° 
où C,et Ch sont les capacités calorifiques de la tige respectivement à longueur 
constante et à effort de traction constant. 

Solution. Lorsque la tige s'allonge de di, le travail des forces élastiques. 
de la tige est égal à —P di; le premier principe de la thermodynamique s'écrit 
dans ce cas sous la forme 


dQ = dE — P dl, (a) 


où £ est l'énergie de la tige. Récrivons (a) en termes des variables (/, +) et des. 
variables (P, +) en introduisant la notation (6E/ol), — P = : 


20 (LE) arrete (LE) (2) per (8), 2 


De là, pâr définition de Cy et CP, on a 


0E ol 
ef) cr=citr(s),. o+ 
En récrivant (a) avec les variables (P, !), on trouve en utilisant (b) 


dt OT 
aQ= CP), +0 (5), ep. 
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Pour une transformation adiabatique dQ = 0, et par suite 


( dt \ Ci (ôr/8Ph _ Ci ôl ). 


3P Jadiab Cp (t/ôp — Cp 


4. On provoque la torsion d'une tige d’un angle o en lui appliquant un 
moment M. Trouver le rapport des crigidités de torsion » 941/0@ de la tige 
dans les transformations adiabatique et isotherme. 

Solution. Dans le cas considéré le premier principe s'écrit sous la 
forme 
dQ = dE — M dg. 


En remplaçant dans le résultat du problème précédent P par M et ! par q on 
obtient 


ÔM ) __ Cm ( o0M ) 
0@ /adtab Co 0 /r° 


où C;f et Cy sont les capacités calorifiques respectivement à moment constant 
et à angle de torsion constant qui sont liées par la relation 


Guen {(HE) a) (SE 


Or (6p/0t)1yr=0 = 0 puisque la tige non tordue ne fait que s'allonger à l'échauf- 
fement mais ne subit aucune torsion. Par suite, lorsque M — 0, Cy, = Co d'où 


0M | = | 0M 
0 /adiab \ d0p /+° 


5. On sait que la vitesse c de propagation des ondes longitudinales dans les 
milieux élastiques (corde, corps solide, liquide, gaz, etc.) est donnée par une 


formule de la forme c = W k/p, où p est la densité et k un coefficient d'élasticité 
convenablement choisi (rour les liquides k est la grandeur inverse de la com- 


pressibilité + S) . La propagation du son dans les liquides et les gaz peut 


être considérée en approximation comme une transformation adiabatique. Ainsi 
(comme il est démontré en hydrodynamique)., la vitesse de propagation du son 


dans le liquide (le gaz) est c — VW (6p/6p)aainb. Calculer la vitesse du son dans 
un gaz en supposant connues son équation d'état p=p (V, T) et ses capacités 
calorifiques C, et C,. Exprimer l'énergie interne & et l’enthalpie hk de l'unité 
de masse d'un gaz parfait monoatomique en termes de la vitesse du son en admet- 
tant que C, et C, ne dépendent pas de la température. 


Solution. Partant de la relation thermodynamique (+) = 


c adiab 
=— (2) (cf. problème n° 2 ci-dessus) et introduisant le volume molaire 
D T 


V = Mlp (M est la masse molaire du gaz), on obtient 


_ Cp 0Pp \ . 
c=V V” CM \'ôv ]. 
dans le cas particulier d'un gaz parfait pour lequel pV = RT, 


Cp Rt 
Cr M ° 


C= 
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Pour un gaz monoatomique e = C,T/M et h — C,T/M (dans les expressions 
de e et À on a omis certaines constantes additives non essentielles). En introdui- 
sant y = C,/C, et en remarquant que C, — C, = R, il vient 


e = c/y(y—1), hk= c2/( —1). 


$ 12. Application du premier principe à l’écoulement 
stationnaire d’un gaz ou d’un liquide. 
Transformation de Joule-Thomson 


Pour caractériser l’état d’un fluide en mouvement on doit pou- 
voir définir à tout instant et en tout point le vecteur vitesse u, la den- 
sité p et la température. La pression s'exprime en fonction de la den- 
sité et de la température. 

En appliquant les lois de mouvement de Newton on obtient trois 
équations pour les fonctions ci-dessus. L’équation de continuité 


+ div (pu)=0 (1.68) 


donne une quatrième équation; la cinquième équation requise pour 
calculer les cinq variables : u,, u, ,u,, p et t se déduit de la loi de la 
conservation de l'énergie. Ainsi, en mécanique des milieux continus, 
l'équation exprimant la loi de la conservation de l'énergie est une 
équation indépendante, tandis qu’en mécanique du point (ou d'un 
système de points), l'équation de l'énergie est une conséquence des 
équations de mouvement de Newton. 

Considérons le cas particulier de l'écoulement stationnaire d'un 
fluide (liquide ou gaz), i. e. le cas où en aucun point de l’espace l'état 
ne change en fonction du temps. Supposons qu’on peut négliger l'émis- 
sion de la chaleur, autrement dit que le processus évolue de façon 
adiabatique. Ce processus ne sera pas quasi statique (réversible) car 
l'équilibre y est rompu et par conséquent les résultats du $ 11 ne s’y 
appliquent pas. 

Comme le mouvement du liquide est stationnaire, les lignes de 
courant ne changent pas au cours du temps. La condition de conti- 
nuité du flux stationnaire s'exprime par ce que la masse du liquide 
passant par deux sections quelconques d’un tube de courant est tou- 
jours la même. Par conséquent, pour deux sections quelconques 0, 
et og, on doit avoir 


P1O1U1 = PaO ob (1.69) 
et en introduisant le volume massique v 
Oyüy __ Oo ({ 70) 
Vi Va 


Ecrivons l'équation exprimant le premier principe pour l'écou- 
lement adiabatique d’un fluide. L'énergie de la masse m du fluide 
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est égale à la somme de son énergie interne et de l'énergie cinétique: 
E = me (v, t) + u*/2), (1.71) 


où & (v, t) est l’énergie interne massique. Le travail produit lors du 
mouvement du fluide est le travail des forces de pression à la surface 
de la masse m (on suppose qu'il n’y a ni force de pesanteur ni aucune 
autre force extérieure). Mais ce travail n’est pas égal à p dV puisque 
la pression change d'un point à un autre du fluide (cela est essentiel 
dans le cas d’un fluide en mouvement). 

Le travail produit par la masse m dans le temps dt est égal à la 
somme des travaux produits par la pression sur les sections ©, et 
O2 délimitant la masse m. Ce travail peut s'écrire de la manière sui- 
vante: 


dW = (p;Ooa — P101ui) dt. (1.72) 
Pour un élément infiniment petit m on a 
Ô ‘ 
Pas — Pi, = dl EN), (1.73) 


où dl est la longueur du segment d'une ligne de courant occupé par 
la masse m. Comme l'écoulement est stationnaire 


d'(pou) __. 9(pou) 


où d/dt est la dérivée par rapport au temps en un point lié à la masse 
en mouvement (« dérivée de substance ») et 9/61 la dérivée le long 
d’une ligne de courant (pour ét constant). Par suite le travail fourni 
au cours du temps dt est 


__ didt di(pou) = 
dW=—— di . (1.75) 


En substituant (1.75) dans l'équation (1.13) qui est valable pour n’im- 
porte quelle transformation adiabatique, on obtient, compte tenu de 
(1.71) et (1.69), 


m CHU + A 20) 0, (1.76) 
Comme de toute évidence m = © dl/v, on trouve 
d (e+u*/2) + (v/ou) d (pou) = 0. (1.77) 
Puisque d’après (1.70) d (ou/v) = 0, on a 
d (pou) = d (pvou/v) = (ou/v) d (pv), (1.78) 
d (e + u*/2 + pv) = 0. (1.79) 


En introduisant l’enthalpie massique k = H!m, l'équation (1.79) 
montre que le long d'une ligne de courant on a d'(h + u*/2) = O. 
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Si l'écoulement est lent, u* est petit et pour un liquide en écoule- 
ment l’enthalpie massique est constante le long d’une ligne de cou- 
rant : 


h = const. (1.80) 


Il n'a pas été tenu compte du travail des forces de frottement interne 
(viscosité), mais ayant négligé u*, on a rejeté tous les termes du mèê- 
me ordre de grandeur que ce travail, vu que le travail des forces de 
frottement effectué dans l'unité de temps est proportionnel au carré 
de la vitesse. 

Appliquons le résultat qui vient d’être obtenu à l'expérience de 
Joule-Thomson. L'expérience de Joule avait pour objet de démontrer 
que l'énergie d’un gaz raréfié était indépendante de son volume 
(loi de Joule). En principe, on peut utiliser pour cela la détente adia- 
batique irréversible d’un gaz dans le vide. Dans ce cas l'énergie res- 
te constante puisqu'aucun travail n’est produit. Si la température 
ne varie pas lors de cette détente, cela signifiera que l’énergie ne dé- 
pend pas du volume puisque (0Æ/07) dt + (0E/9V) dV = 0 et si 
dt = 0, on aura 


OE 

En pratique, comme la capacité calorifique du récipient conte- 
nant le gaz est grande devant celle du gaz lui-même, les résultats de 
l'expérience sont tellement imprécis qu'on ne peut en tirer aucune 
conclusion. C’est pour cela qu'on a utilisé à ces fins le cas de l’écou- 
lement adiabatique lent du gaz que nous venons de décrire. Pour que 
l'écoulement soit lent, on a introduit un bouchon poreux dans le tu- 
be à travers lequel s’écoulait le gaz. Ce processus est dénommé 
transformation de Joule-Thomson. Dans l'expérience on déterminait les 
températures 7T,, t. et les pressions p,, p, des deux côtés du bou- 
chon. Conformément au résultat obtenu plus haut, lors d’un écoule- 
ment lent l’enthalpie massique reste constante: 


k (Pa U) = h (Pos To). (1.82) 

En posant que Ap = p,; — p, et AT = T, — t, sont petits, on a 
oh 0h 

(%)47+(57)47=0. (1-83) 


Par conséquent, dans la transformation de Joule-Thomson, l’en- 
thalpie h reste constante. Cela permet d'affirmer que dans cette trans- 
formation le rapport At/Ap est égal à la dérivée (0t/0p)}4. En remar- 
quant que 0h/0t = c,, on tire de (1.83) 


ar= — 0 hp, (1.84) 
P 
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Pour les gaz que l’on pouvait assimiler à un gaz parfait, l’expérien- 
ce a donné que At = 0 et par suite 
ôoh 


Il en découle que l'énergie du gaz parfait ne dépend pas de son volu- 
me. En effet, pour un gaz vérifiant l'équation de Clapeyron pv = 
— RTt (R étant rapporté à l'unité de masse choisie), on a 


h = e(v,7) + pv = e (v, tr) + RrT, (1.86) 
dh \ __ de(v, T) f & _ 
Hg (2. dr 
Comme (ôv/dp)+ = 0, il résulte de (1.85) que 
de 
(+). =0. (1.88) 


C'est l’expression de la loi de Joule: l'énergie du gaz parfait ne dé- 
pend que de la température. 


$ 13. Deuxième principe de la thermodynamique. 
Enoncé du principe fondamental 


Le deuxième principe de la thermodynamique constitue en fait 
tout un ensemble de propositions relatives, d’une part, aux états 
d'équilibre et, d’autre part, aux transformations évoluant dans les 
systèmes physiques. Historiquement, ce principe a été déduit d’une 
analyse du fonctionnement des machines thermiques (S. Carnot, 
1827). 

Nous prendrons pour point de départ le principe fondamental 
qui résulte de la généralisation des données expérimentales et qui 
affirme qu'il est impossible de créer un perpetuum mobile de seconde 
espèce. Nous l’énoncerons sous la forme suivante. 

Il est impossible de fabriquer une machine thermique qui produirait 
un travail positif rien qu'en refroidissant un seul corps, tous les autres 
corps restant inchangés. 

Cette proposition exclut donc toute possibilité pour un corps 
ou un système de corps de réaliser une transformation telle que: 

1) le système accomplit un travail positif ; 

2) tous les corps, sauf un seul, retrouvent leur état initial à la fin 
de la transformation ; 

3) un seul corps se refroidit lors de la transformation, autrement 
dit cède de la chaleur, ou ce qui revient au même, sa température 
s’abaisse sans aucun autre changement d’état. 

Pour un système thermiquement homogène (système dont toutes les 
parties se trouvent à la même température) l'impossibilité de fabri- 
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quer un perpetuum mobile de seconde espèce implique deux consé- 
quences importantes. 

1. Si Le système effectue un cycle de transformations isothermes et 
retourne à son état initial, le travail produit ne peut être positif. 

On peut en effet réaliser une transformation isotherme de telle 
sorte qu’en plus du corps considéré (à température uniforme) y par- 
ticipe encore un seul autre corps — un thermostat à température fi- 
xe. Le travail W produit lors d’un cycle est égal à la quantité de cha- 
leur empruntée au thermostat; par conséquent, si le travail était 
positif, celui-ci serait produit aux dépens du refroidissement d'un 
seul corps — le thermostat, et on aurait réalisé un perpetuum mobile 
de seconde espèce. Si le cycle est formé de transformations isothermes 
réversibles, le travail produit est égal à zéro, W = 0, puisque dans 
ce cas les transformations directe et inverse sont toutes deux réali- 
sables et si le travail W de l’une est négative, le travail W de l’autre 
devrait être positive, ce qui est impossible. 

2. Pour tout système thermiquement homogène, il existe des états 
auxquels le système ne peut pas parvenir, en partant d'un état donné, 
à l'aide d'une transformation adiabatique *). 

En effet, si on pouvait parvenir à tous les états par des transfor- 
mations adiabatiques, on pourrait imaginer le cycle suivant. 

A l’aide d’une transformation isotherme, on fait passer tout 
d’abord le système de son état initial 1 dans un état 2 qui est tel que 
le système reçoit une quantité positive de chaleur Q,, et fournit un 
certain travail W.,. Ensuite on fait subir au système une transfor- 
mation adiabatique que le ramène dans l'état initial 1 (ce qui est 
possible avec les hypothèses faites). Lorsque le système décrit ce cy- 
cle, le travail fourni est égal à la quantité de chaleur qu'il a reçu lors 
de sa partie isotherme: 


Qi = EE, —-E +W (1.89) 


En notant W2, le travail fourni pendant la transformation adiabati- 
que, on a 


0O=E, —E, + Wa, (1.90) 
et le travail produit au cours du cycle tout entier est 
W = W: + Wos = Qu > 0. (1.91) 


S'il était possible de parvenir à n’importe quel état par une transfor- 
mation adiabatique, le parcours du cycle décrit permettrait de pro- 
duire un travail positif en n’empruntant de la chaleur lors de la trans- 
formation isotherme qu'à un seul corps dont la température s’abais- 
serait. 


*) L'énoncé de cette rroposition a été donné par Carathéodory K, in Math. 
Ann., 4909, v. 67, p. 355. 
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Le fait que ces conséquences se rapportent à un système thermi- 
quement homogène est tout à fait essentiel. Cette limitation présup- 
pose en effet qu'il n’y a pas de parois de séparation adiabatiques à 
l'intérieur du système, en présence desquelles les parties du système 
délimitées par ces parois auraient, même à l’état d'équilibre, des 
températures différentes. Il est facile de s'assurer que la démonstra- 
tion des deux conséquences examinées ci-dessus s’appuyait sur l’hy- 
pothèse de l'homogénéité thermique, car autrement il n'aurait pas 
été possible d'invoquer des transformations isothermes. On connaît 
des exemples de systèmes thermiquement non homogènes pour les- 
quels le principe d'irréalisabilité des transformations adiabatiques 
n'est pas respecté *). Ce principe ne s'applique donc pas aux systè- 
mes thermiquement non homogènes. 


*) Voir Afanassieva-Ehrenfest T, A., J. prikl. Fis., 1928, t, 5, n°5 3-4, 
p, 3 (en russe). 


CHAPITRE 2 


THERMODYNAMIQUE DES TRANSFORMATIONS 
QUASI (RÉVERSIBLES) 
ET DES ÉTATS D'ÉQUILIBRE 


$ 14. Transformations isothermes réversibles. 
Energie libre d’un système 


Avant de passer à la formulation mathématique du second prin- 
cipe de la thermodynamique dans le cas général des transformations 
réversibles, on considérera un cas particulier des transformations 
réversibles, celui des transformations isothermes. En vertu des ré- 
sultats obtenus dans le $ 13, le travail produit dans un cycle fermé 
est égal à zéro. Il s'ensuit que si le nombre de paramètres extérieurs 
est plus grand que un, on peut en déduire plusieurs conséquences. 

Si le système ne possède qu’un seul paramètre extérieur (par exem- 
ple dans le cas dela dilatation d'un gaz, ce paramètre unique est le 
volume V), le travail est égal à 


W = | p({V, t) dy. (2.1) 


Dans le cas d’une transformation isotherme + — const, et pour un 
cycle fermé l'intégrale figurant dans (2.1) est toujours égale à zéro; 
l'application du second principe ne saurait donner aucun résultat 
nouveau. Mais dans le cas général où le nombre de paramètres exté- 
rieurs est supérieur à un, le travail est égal à 


n 
W — ( D À; da;, (2.2) 
"jet 
où À; = À; (a, . + En; T). 

En vertu des théorèmes généraux relatifs aux intégrales curvili- 
gnes, il résulte de l'égalité à zéro du travail fourni le long d’un trajet 
fermé (avec t = const) que Le travail fourni dans une transformation 
isotherme quasi statique ne dépend pas du chemin suivi pour passer 
d'un ébat à un autre et qu’en conséquence l'expression intégrée est 
Ja différentielle totale d'une certaine fonction univoque de a,, ... 
... 4 (et dépendant en plus de la température + qui joue ici le rô- 
le de paramètre). On peut donc écrire 


dW= A da+...+ 4, dan = —dW (a, ..., an, T)= 
0 
— — > — dar. (2.3) 


a 
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Cette égalité est vérifiée si la température est constante, ce qui si- 
gnifie que dY est une différentielle calculée pour t = const. 

La fonction d'état ŸW (a,, ..., a,, tx) du système est appelée 
énergie libre. 

L'énergie libre W joue dans les transformations isothermes le 
même rôle que l'énergie potentielle joue en mécanique. 

L'énergie libre est le potentiel des forces s’exerçant dans le sys- 
tème considéré. Notons que provisoirement l'énergie libre Y est 
définie à une fonction additive de la température près, comme le mon- 
tre l'expression (2.3). Si on remplace Ÿ par Ÿ + f (x), où f (1) 
est une fonction quelconque de la température, l'égalité (2.3) reste 
vérifiée (dt = Ü). 

Examinons quelques exemples dont l'étude permet de préciser 
la signification physique de l'énergie libre. 

1. Déformation d'un corps solide élastique. On dit généralement 
que le travail est, dans ce cas, égal à la diminution de l'énergie « po- 
tentielle ». Il importe cependant de préciser si la transformation se 
réalise dans des conditions adiabatiques ou isothermes. Dans une 
transformation adiabatique le travail est égal à la diminution de 
l'énergie interne du corps, tandis que dans le cas d’une transformation 
isotherme il est égal à la diminution de l'énergie libre. Si les effets 
thermiques sont négligeables, on ne notera aucune différence entre 
ces deux transformations. 

Dans le cas d’une déformation isotherme, l'énergie libre est ce 
qu’on appelle usuellement l'énergie de déformation élastique. 

2. Gaz parfait. Dans ce cas p = Rrt/V, où + est la température ex- 
primée dans l'échelle du gaz parfait. On a 


(YF (V, th = — p dV, (2.4) 
d'où 

(CL 4 R 

= —-P= << ; (2.5) 


en intégrant on trouve l'énergie libre: 
Y = — Riln V + f(x). (2.6) 


L'énergie totale, ou ce qui revient au même, l'énergie interne est 
donnée par 


E= | C,(r)dr. (2.7) 
Pour un gaz monoatomique (C, = const) l'énergie 
E = C,t + const (2.8) 


ne dépend pas du volume (à la différence de l'énergie libre W). On 
voit donc que dans ce cas Y et E sont des fonctions d'état complète- 
ment différentes. 
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3. Diélectrique placé dans un champ électrostatique. On sait quela 
densité d'énergie du champ est égale à e£°/8n. En fait il s’agit de la 
densité d'énergie libre. En effet la permittivité diélectrique € dé- 
pend non seulement de la densité du corps, mais aussi de la tempéra- 
ture. Or, pour établir la formule de l'énergie du champ, on calcule 
le travail en admettant que e est constant, ce qui implique que la dé- 
monstration se rapporte à une transformation isotherme. Il s’en- 
suit que dans le cas général, où e dépend de la température, eÆE°/8n 
représente la densité d'énergie libre. Lorsque €e ne dépend pas de la 
température, l'énergie libre et l'énergie totale du champ électrique 
sont égales. 

4: Energie de la tension superficielle des gouttes. On calcule cette 
énergie en envisageant une transformation isotherme. Le travail ac- 
compagnant l’accroissement de la surface S d’une goutte est donné 
par 

— a dS = — dY, (2.9) 


où la tension superficielle & est une fonction de la température, de 
sorte que Ÿ = «àS est l'énergie libre. 

Etablissons maintenant les formules générales. 

On peut récrire l'équation (2.3) de la façon suivante: 


À, da, + . .+A,da, =(—dY),— 


CL 4 (4 
= — | Ga du... + da, ). (2.10) 
Comme a;, ..., a, sont des variables indépendantes 
(À 4 . 
AZ — i=— À, os 7. (2.11) 


Les égalités (2.11) ont été déduites de l'équation (2.10) qui s’appli- 
que aux transformations isothermes. Or ces égalités établissent des 
relations entre les dérivées partielles 9 W/ÿa, (pour + constant) et 
les forces généralisées À, et concernent de toute évidence non plus la 
transformation, mais un éfat d'équilibre quelconque correspondant à 
des valeurs déterminées de a; et + (il s’agit d'états d'équilibre puis- 
qu'ils résultent de la considération de transformations quasi statiques). 
I1 résulte de (2.11) que 


84, __ 04k 
Ôak — da * (2.12) 


On peut déduire de ces relations les mêmes conséquences qu'on déduit 
en mécanique de l'existence de l'énergie potentielle d’un système, 

A titre d'exemple, considérons d’abord un problème de mécanique, 
Une particule est soumise à l’action d’une force, conformément à la 
loi de Hooke: 


X = cz + fy, Ÿ = yr + Ôy, (2.13) 


&e 
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où x, y sont les composantes du déplacement de la particule et À, 
les composantes correspondantes de la force appliquées à la particule. 

Comme la force élastique est à potentiel, on a f = y. En effetona 
dans ce cas 


aI] aIl 
x=-+, y--0, (2.14) 
0X ôY 
| Te (2.15) 
Mais comme 
ox oY 
Toy = B, 9x = 7, (2.16) 
B = . (2.17) 


Cela signifie que si pour un déplacement donné le long de l’axe y 
on voit apparaître une force qui possède une composante déterminée 
le long de l’axe x, on verra apparaître une force ayant la même com- 
posante suivant y pour un déplacement égal le long de l'axe x. 

Examinons maintenant de ce point de vue l'effet piézoélectrique 
qui consiste en ce que l'application d'une pression sur certains cris- 
taux, tel que le quartz, y fait apparaître une polarisation électrique 
proportionnelle à la contrainte élastique mécanique appliquée. 

Soient Æ l'intensité du champ électrique, © la contrainte élasti- 
que, P la polarisation électrique et y la déformation; on peut écrire 
alors la relation 


PIE + as. (2.18) 


Le second terme caractérise (pour un cristal piézoélectrique) la dé- 
pendance de la polarisation avec la contrainte, tandis que le premier 
terme représente la polarisation ordinaire apparaissant sous l’ac- 
tion du champ électrique appliqué. 

Pour les cristaux piézoélectriques, on connaît l'effet inverse: 
lorsqu'on les soumet à l’action d’un champ électrique, le cristal su- 
bit une déformation. Pour les champs et les contraintes faibles, on 
peut utiliser la relation linéaire siuvante: 


v=2+BE, (2.19) 


où M est le module d'élasticité : le premier terme exprime la loi de 
Hooke. 

‘Le travail par unité de volume produit par la déformation et la 
polarisation du corps est égal à 


: … —ody—EÆdP = (Ye. (2.20) 
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Ajoutons et retranchons y do + P dE dans le premier membre: 
ydo+PdE =d(# +oy + PE). (2.21) 
Il en résulte que 
ôY __{ 9P … 
(SE) =8= (Gr ),= 0 (2-22) 


Cette formule signifie que si & & 0, i. e. si sous la contrainte une po- 
larisation — l'effet piézoélectrique apparaît dans le corps, on doit 
avoir B 0. Par conséquent, si on place le corps dans un champ 
électrique, il sera déformé (effet piézoélectrique inverse). 


$ 15. Théorèmes mathématiques relatifs au facteur intégrant 
des formes linéaires aux différentielles totales 


Pour les démonstrations et formulations ultérieures, il est utile 
de remémorer les principaux théorèmes concernant les équations 
aux diffrentielles totales. Les démonstrations et les énoncés de ces 
théorèmes sont donnés dans les cours de mathématiques, aussi on ne 
donnera ici que les résultats qu'on aura à utiliser dans ce qui suit. 

On appelle forme linéaire aux différentielles totales des variables 
Ti + + Tm les expressions de la forme 


Om = Xidn +... + Xmdtm (2.23) 


où X, = X3 (ty, . - ., Tm) Sont les fonctions des variables x,, …, Le 

On sait *) que le facteur intégrant de l'expression de w,, est une 
fonction u (x,,..., zn) telle que uw, soit égal à la différentielle to- 
tale d’une certaine fonction © (x,, . . ., Zm) des variables z,,...,1»: 


u (Xadus +. + Xmdtm) = dO (t13. . ., Tm)- (2.24) 


Toute fonction de la forme up, = uf (06) sera aussi un facteur inté- 
grant. Si le nombre de variables est m — 2,le facteur intégrant exis- 
te toujours **). Lorsque m est plus grand que deux, l'expression de 
© peut avoir un facteur intégrant qui transforme w,, en une diffé- 
rentielle totale ou bien ne peut en avoir. Pour m = 3, les deux cas 
sont possibles ***). Si l'égalité 


sex (2) 


Ôts 0x3 CE P 


0X2  6ôX1\ 
LX, (5 << ]=0 (2.95) 


*) Voir, par exemple, Stépanov V. V., Cours d'équations différentielles, 
Ge édition. Moscou, Gostekhizdat, 1953, ch. 11, $ 3, ch. IX, $ 2. 
**) Jbidem, ch. II, $ 3. 
-#%*) JIbidem, ch. 1X, $ 2. 
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est vérifiée, le facteur intégrant existe, et dans le cas contraire, il 
n'existe pas. Dans le premier cas, en multipliant l'équation 


os = À,d2, + X,dr, + Xsdzs = 0 (2.26) 
par le facteur intégrant u, l'équation se laisse mettre sous la forme 
u (Xidx, + Xodt, + Xsdts) = dO (21, Ze, ïs) — 0, (2.21) 
et son intégrale est de la forme 
O (Ti, Te, Ts) —= Const. 


On peut donc dire que dans ce cas les intégrales de l'équation (2.26) 
constituent une famille de surfaces dans l’espace z,, xz,, za. 

Si la condition (2.25) n'est pas satisfaite, l'équation (2.26) sera 
intégrée non pas par une, mais par deux équations contenant une 
fonction arbitraire, ce qui correspond à une ligne dans l'espace 
Tir Las Ts. 

Dans le cas où l'intégrale de l'équation (2.26) est représentée par 
une surface, on ne peut, sans compromettre l'équation (2.26), se 
déplacer d’un point donné (z,, x;, z3) de l’espace qu'en des points ap- 
partenant à la même surface; les points qui n’appartiennent pas à 
cette surface ne peuvent être atteints par cette méthode. 

Dans le cas où l'équation (2.26) est intégrée par une ligne, on peut 
utiliser la fonction arbitraire faisant partie de l'équation de cette 
ligne pour faire passer cette dernière par deux points quelconques de 
l'espace. Il s'ensuit qu’on peut se déplacer d’un point donné en n’im- 
porte quel point de l’espace par une voie qui vérifie la conditions 
DO = 0. 

Cette dernière possibilité subsiste même si le nombre de variables 
est supérieur à trois. Dans ce cas aussi l’équation w,, = 0 peut pos- 
séder un facteur intégrant ou bien on peut relier deux points quel- 
conques de l’espace par une courbe satisfaisant à l'équation w,, = (. 


$ 16. Equation fondamentale de la thermodynamique 
des transformations réversibles 


On se propose de démontrer dans ce paragraphe que pour les trans- 
formations réversibles évoluant dans les systèmes thermiquement 
homogènes le deuxième principe de la thermodynamique se laisse 
ramener à deux propositions suivantes. 

1. La quantité de chaleur qu'un système reçoit dans une transforma- 
tion réversible possède toujours des facteurs intégrants. 

2. Parmi les facteurs intégrants de l'expression de dQ il en existe un 
qui ne dépend que de la température du système. 

En notant T = T (x) la quantité inverse de ce facteur, les deux 
assertions ci-dessus se laissent exprimer par l'égalité 


dQ = T (x) dS (a,...,a,,7), (2.28) 
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où S — S (a,,..., a, +) est une certaine fonction d'état du systè- 
me (comme on n'’envisage que des transformations réversibles, i.e. 
quasi statiques, l'équilibre thermodynamique règne à chaque étape 
et l’état du système est complètement défini par les variables a,,... 

…, Ans T). 

Procédons à la démonstration de ces assertions. 

La quantité de chaleur dQ que le système reçoit lors d’une trans- 
formation réversible est 


dQ = dE + dW'; (2.29) 
comme 
dW = S À, das, (2.30) 
on a 
dQ= Y (= + Ai) das + dr. (2.31) 


Utilisons les résulats exposés au $ 14. Remarquons tout d’abord 
que l'expression (2.3) qui y a été établie pour le travail 


dW=—Y Gas Jai (2.32) 


s'applique non seulement aux transformations isothermes, mais éga- 
lement à toutes les transformations réversibles. Cela tient, première- 
ment, à ce que l'expression du travail fourni dans n'importe quelle 
transformation ne contient pas la différentielle de la température 
et, deuxièmement, à ce que les égalités (comme il est indiqué au 


($ 14) 


0Y 
À; = — da, (2.33) 


sont vérifiées pour n'importe quel état d'équilibre et par conséquent 
pour chacune des étapes d’une transformation réversible. 


On peut donc exprimer le travail de n'importe quelle transfor- 
mation quasi statique par une relation de la forme 


dW=—dY+ as dx. (2.34) 


e y fo) e Ld e 
Ici dY — ÿ» 7 a; + dr est la différentielle totale de Y (a;, v). 
Comme déjà indiqué au $ 14 l'énergie libre a jusqu'ici été définie 
à une fonction de température additive près, provisoirement arbi- 
traire. 
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En vertu de (2.34), l'expression de la quantité de chaleur reçue 
par le système peut s’écrire sous la forme 


dQ=dE+dW=a(E—WY)+L dr. (2.35) 
Introduisons les notations 
0Y 
G=E—VY, oO — x : (2.36) 
(La fonction G est parfois appelée « énergie liée ».) Avec ces notations 
dQ = dG — © dx. (2.37) 
L'expression (2.31) contient nr + 1 variables: a, ..., an, T 


(E et À, sont des fonctions données de ces variables). En mettant à 

profit la conséquence tirée du se- 

6 cond principe pour les transforma- 

A B tions isothermes, on a réussi à 

exprimer dQ par l'équation (2.37) 

qui ne contient que trois varia- 

T bles: G,t,0. Dans ce qui suit on 

| pourra donc utiliser les propriétés 

Fig. 2 des formes linéaires aux différen- 

tielles de trois variables: ces pro- 

priétés sont plus simples que celles des formes de nr + À variables *). 
‘ Considérons l'équation de l’adiabatique 


dG — © dt = 0. (2.38) 


Deux cas sont à envisager. 

Dans le premier cas, G, © et t sont des variables indépendantes et 
l'équation dQ = 0 s'intègre à l’aide de deux équations, i.e. par une 
ligne. Posons en effet G = g (x) (ce qui est admissible puisque les 
variables sont indépendantes); d’après (2.38) on a alors o = g’ (x). 
C'est l'équation d’une ligne dans l’espace tridimensionnel des varia- 
bles G, o et t. Dans ce cas, le principe d'existence d'états adiabati- 
quement irréalisables est mis en défaut. Pour le comprendre, utili- 
sons la représentation graphique dans le plan G, + (fig. 2). À chaque 
état du système correspond un point (G, t) avec une direction donnée 

— g" (x) — dG/dx. Comme g est une fonction arbitraire, on peut 
toujours faire passer dans le plan G, + une ligne entre deux points À 


*) 11 n'est pas du tout nécessaire de ramener le problème au cas de trois 
variables: si on le fait, ce n'est que pour éviter d'utiliser le théorème concernant 
les intégrales des équations de la forme &w,4, = 0 avec n > 2 (cf. $ 15), dont 
la démonstration est rarement donnée dans les cours de mathématiques. Cara- 
théodory C. (Math. Ann., 1909, v. 67, p. 355) a montré que l'application de 
ce théorème conduit directement à l'existence du facteur intégrant. 
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et B quelconques ayant des directions données. Or cela signifie jus- 
tement qu’on peut passer d’un état quelconque (x, G, ©) dans un 
autre état à l’aide d’une transformation adiabatique, tout en res- 
pectant l'équation dQ = 0. 

Envisageons le deuxième cas possible où l’une des variables est 
fonction des deux autres: 


G = g(o, tv). (2.39) 


L'expression de dQ se ramenera alors à l’expression à deux variables 
indépendantes : 


dQ = #9 do + ESS —0|dr. (2.40) 


On sait que dans le cas de deux variables indépendantes il existe 
toujours un facteur intégrant, ce qui permet de trouver une fonction 
u telle que u dQ = dn, ou en posant u = 1/A (A étant le « diviseur 
intégrant »), dQ — A dn et n=1n(0,7t), À = A (0,7) sont des 
fonctions de © et t. Dans ce cas l'équation de la transformation adia- 
batique se laisse intégrer par une seule relation et a pour intégrale 


no; 1) =C, (2.41) 


qui ne contient qu'une seule constante arbitraire C. Il s'ensuit 
qu’étant donné un état vérifiant cette équation pour une valeur dé- 
terminée de C, on ne pourra passer à l’aide d’une transformation adia- 
batique réversible qu’à des états vérifiant la condition (2.41) avec 
la même valeur de C. Il existe dans ce cas des états inaccessibles 
pour les transformations adiabatiques. 

Jusqu'ici on a démontré seulement : 1) que l’expression de dQ 
possédait un facteur intégrant ; 2) que G, o et + étaient liés par une 
certaine relation 


G=g(o,r), (2.42} 

qui, en introduisant les valeurs de G et o, peut s’écrire sous la forme 
(1L 4 

E—Y=g{-<, t), (2.43) 


où g est une fonction, des variables © et t non encore définie. 

Passons à la démonstration de la seconde proposition. Démontrons 
que parmi les facteurs intégrants de l'expression de dQ il en existe 
un qui ne dépend que de la température et qui, de plus, est une fonc- 
tion universelle de la température *). 

Considérons un système composé de deux parties. Son énergie to- 
tale Æ est égale à la somme des énergies des parties: 


E=E;+E,. (2.44) 
*) L'idée de la démonstration est équivalente aux résultats obtenus ini- 


tialement par N. N. Schiller (Compte rendu de la Société physico-mathéma- 
tique de l’Université deXKiev, 1897, pe 1) et repris ensuite par Carathéodory. 
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Cela étant, on entend évidemment que les énergies sont additives 
(on ne tient pas compte de l'énergie d'interaction mutuelle). L’éner- 
gie libre du système est aussi égale à la somme des énergies libres de 
ses parties, ce qui permet de la considérer comme une grandeur addi- 
tive. En effet, à température constante, la variation d'énergie libre 
est égale au travail (négatif) fourni par le système et celui-ci est 
égal à la somme des travaux fournis par ses parties constitutives. On 
peut étendre cette propriété à l’énergie libre elle-même qui contient 
encore une fonction arbitraire de la température, à condition de con- 
sidérer que cette fonction pour le moment parfaitement arbitraire 
est une grandeur additive. En notant Y, WY, et Y, les énergies libres 
du système et de ses parties, on écrira donc 


y — y, + LE (2.44") 
En dérivant par rapport à + on obtient 
Ô Ô ) 


ou avec les notations adoptées 
O = O1 + O2. (2.46) 


Il en résulte que la grandeur G — E — Y est elle aussi une grandeur 
additive: 


G — G + Ge (2.47) 
Ecrivons la condition (2.42) pour le système et ses » parties 
G—=8g(o,T), G = 81 (01, T), Ga = La (On (2.48) 
On tire de (2.48), (2.47) et (2.46) 
8 (O1 + On, 7) = 81 (O1, T) + 82 (Ou The 
Pour trouver une solution à cette équation fonctionnelle, dérivons- 
la par rapport à ©, et o, (comme + est constant, on l’omettra dans les 
écritures) : 
8" (01 Hi02) = g2 (02), 8° (61 + O2) = 81 (Oi)- 
Ainsi g2 (03) = gi (01). Or cette égalité ne peut avoir lieu que si 
les dérivées g et g; ne dépendent pas de 0, et ü,, ce qui signifie que 


gi (O1) = g2 (062) = g” (61 + 02) = @ (Tr). (2.49) 


’ 


La fonction g’ ne dépend donc que de la température. Puisque les 
équations (2.49) peuvent être écrites pour deux systèmes quelcon- 
ques, il s'ensuit que «& (v) est une fonction universelle de +. La formule 
(2.49) contient trois équations qui, après résolution, donnent 


a (O1) = @ (T) 01 + Bi (t), ga (02) = & (t) où + Pa (t), 
g(o) =a(x) o + À (r). (2.50) 
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Comme g = g, + g:, on obtient: 
@ (t) (oi + 02) + B (t) = & (tr) (01 + 02) + Ba (T) + Ba (r). 
Cela implique qu’on doit avoir la condition suivante: 
B (t) = Pa (7) + Ba (x). (2.50) 


En substituant o = (G — f)/« dans (2.37) [conformément à (2.48) 
et (2.50)], on trouve 


dQ = dG — o dx = d6 — a. 


Cette expression (ne contenant que deux variables G et t) possède 
un diviseur intégrant 7, de sorte que 


4 G—B : 
+ (dG— &)=d8, 
où dS est une différentielle totale. Il est facile de s'assurer que dS 


sera une différentielle totale si T = T (x) est une fonction de + 
seul, et si 


aT d 
+= TS , (2.51) 
de sorte que 
T 
d 
T=C exp { | ). (2.52) 
To 
En effet, on a alors 
dG GaT aT 
DS = pr +8 (T) +5 
et 
° aT 
S=<+ | Br). (2.53) 


Puisque & est une fonction universelle de la température v, 7 sera 
aussi une fonction universelle (i. e. la même pour tous les corps) +. 
La grandeur 7 est la température dans l'échelle thermodynamique ab- 
solue de Kelvin. 

On a démontré ainsi que 1/7 est le facteur intégrant de dQ, et 
par conséquent 


dQ = T 48. (2.54) 


S étant une fonction de © et t, et comme les o — — ,W/0x sont des 

fonctions de &, ..., &n, %, S est une fonction d'état du système, 

i. e. une fonction des paramètres extérieurs a; et de la température 

T: S = S (a,...,a,,Tt). Cette fonction est appelée entropie des corps. 
On est arrivé ainsi à la conclusion suivante. 
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Dans une transformation réversible, la quantité élémentaire de 
chaleur dQ reçue par le système est égale au produit de la température 
absolue T par la différentielle de l’entropie. 


Problème 


Deux gaz parfaits pris chacun en quantité d'une mole et ayant des capacités 
calorifiques C,1 et C,2 différentes sont séparés par un piston adiabatiquement 
glissant. Démontrer que pour ce système thermiquement non homogène (il 
s'agit d’un système dont les parties ont à l'équilibre des températures différentes) 
dQ n’a pas de facteur intégrant (exemple donné ga T. A. Afanassieva-Ehrenfest). 

Solution. En utilisant l'équation d'état pV = RAT et en remarquant 
que p1 = p, (équilibre), on obtient 


dQ = dQi + dQs = Con dT3 + p dVi + Cos 4Ta + p dVs = 
= (Cry + À) dTa + (Co2 + R) dTa — (R/p) (T1 + Ta) dp. (a) 


Appliquons à cette forme différentielle linéaire la condition d'existence d'un 
facteur intégrant : 


x, (Es — 2X )+x, (SE 5 )+X5 (SE 2 }=0, 


Ôza ÔZs Ozs  Ô7: Ôx: Te 


où = 7, Za = To: Za — P; X1= Cn+2, Xo2=CrstR, X3 = 
= —(Rlp) (7, + T.). On se rend bien compte que la condition (b) n'est pas 
vérifiée puisque le premier membre de (b) est égal à (R/p) (C,: — C;1), quantité 
non nulle par hypothèse. 

Cet exemple montre que pour les systèmes dont les différentes parties 
peuvent avoir, à l'équilibre, des températures différentes grâce à la présence de 
cloisons adiabatiques, dQ ne possède généralement pas de facteur intégrant. 


$ 17. L’entropie. Egalité de Clausius. 
Conséquences tirées de l’équation fondamentale 
de la thermodynamique des transformations réversibles 
pour les états d'équilibre 


Dans le paragraphe précédent, on a introduit deux nouvelles fonc- 
tions d'état — l'entropie et la température absolue. Examinons 
d’abord l’entropie et établissons les conséquences qu'on peut tirer 
de son existence. L'’équation fondamentale obtenue 


dQ =TdS (2.55) 
peut s’écrire 
T dS—dE+ > À, da: (2.56) 
i= 1 


C'est l'expression mathématique la plus générale du second principe 
pour les transformations réversibles. En intégrant (2.56) on obtient 
une expression de l’entropie: 


S—S,= (F= | + (dE+ D 4 du). (2.57) 
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La constante S, n’a aucune signification physique et sa valeur dépend 
du choix de l'état initial. Il s'ensuit que l’entropie est définie à une 
constante arbitraire près. | 

Puisque pour tous les états physiquement admissibles l'énergie 
E et les forces extérieures À, sont des fonctions d'état univoques, 
continues et bornées, pour tous les états (pour lesquels T Æ 0) 
l'entropie S est une fonction univoque de a, ..., an, T.. Par consé- 
quent, pour tout cycle de transformations réversibles l'intégrale 


+ (dE +9 A ;da;), étant une intégrale suivant le contour fermé 


d'une différentielle totale d'une fonction univoque, doit être égale 
à zéro. Ainsi, pour un cycle de 
transformations réversibles 


dQ 
$ += 0. (2.58) 


Cette relation est appelée égalité 
de Clausius. 
Toute transformation adiabati- 
que réversible est une transforma- 
tion isentropique qui évolue à en- 
tropie constante du corps. En effet, a, 


Famille de surfaces 


S=const 
il résulte de dQ =0 que S (a, x) — 
— const. En effet, il résulte de . 
dQ =0 que S (a, t) = const. Cette Fig. 3 
équation représente une surface 
dans un espace à nr + 1 dimensions de coordonnées a;,, ...,a,,7"T 


(fig. 3). Une transformation adiabatique réversible correspond au dé- 
placement du point figuratif sur l’une de ces surfaces. Le point figu- 
ratif ne peut quitter la surface sans porter atteinte à l’adiabaticité 
de la transformation. Ce fait exprime l'existence d'états ne pouvant 
être réalisés par une transformation adiabatique. Dans le cas de 
transformations adiabatiques réversibles, on ne peut parvenir, à 
partir de l’état donné, à tous les états dont les points figuratifs ne 
se trouvent pas sur la même surface isentropique que l’état considéré. 

On peut déduire de l'équation (2.56) relative aux transforma- 
tions quasi statiques un certain nombre de relations entre les déri- 
vées de l'énergie et des forces extérieures qui sont applicables à tous 
les états d'équilibre d’un système. 

Considérons un système simple (gaz, liquide) dont l’état est 
caractérisé par un seul paramètre extérieur — le volume V et par la 
température T que l’on rapportera à l'échelle absolue de Kelvin. 
Dans ce cas l'équation (2.56) se présente sous la forme 


'dE+pdV __ 1 8E ps 1 [6 , y. | 
= = 7 + (5 +p)av: (2.59) 
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Cette expression est une différentielle totale. En appliquant la con- 
dition d'une différentielle totale, on obtient 


(rs arr (or) (Gr) 


d'où 
OE … Op 
(ar rtr=T (SE), (2:61) 
Cette formule est le principal résultat de l'application du second 
principe aux états d'équilibre du système simple considéré. 
Etablissons des conséquences analogues pour le cas général. Ecri- 


vons la condition pour que l'expression de dS (2.56) soit une diffé- 
rentielle totale. On a 


dS=+ (D (+4) dut dr) 
{ 


et on peut écrire cette expression de la manière suivante : 


dS => X,da;+YdT, (2.62) 
im 
où 
1 ÔE 1 0OE 
Xi (+4), Y=r 7. (2.63) 


En imposant que (2.62) soit une différentielle totale, on obtient, 
premièrement, nr équations 


OX1 __OY  , 
"ÔÀT  — da; , = 1, ss 7, (2.64) 
et, deuxièmement, 2 (n—1)/2 équations 
OX; __ 0X8 . _s : 
Dan — da," Ah  k=1,...,n. (2.65) 


Les équations (2.64) sont analogues à l'équation (2.61) établie pour 
le cas d’un seul paramètre extérieur, à savoir 
dE _ ml 94: 

On tire de (2.65) les équations 

941 _ Ar - 

Sax — da ? (2.67) 
qui ont déjà été obtenues au & 14. 

Considérons un exemple simple d'application des formules géné- 

rales au cas d’un gaz parfait et cherchons l'expression de l’entropie 
du gaz parfait. 
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Pour un gaz parfait on dispose, premièrement, de l'équation 
d'état 
pV = nRr, 


où 7 est la température dans l'échelle du gaz parfait, nr le nombre de 
moles du gaz, R la constante des gaz pour une mole, et, deuxième- 
ment, de la loi de Joule 


E = ne (T), 


où & (7 est l'énergie d’une mole de gaz. 

On tire de (2.61), compte tenu de l’équation d'état (qui entraîne 
ôp ) _nR dt 
v VV dd 
(ie. = }: 


] et du fait que l’énergie ne dépend pas du volume 


On peut donc poser tTruz = T (cf. $ 19). 
En appliquant (2.59) on trouve 


__6E dT 


dE dv dv dT dv 
dS=R-+pr = np teR en +nR 5, 


où c, est la capacité calorifique d’une mole. Ainsi, 
=n | Cp +R In y. 


Lorsqu'on peut poser que c, est constant (gaz monoatomiques) on a 
=n(c.inT +RIn V) + const. (2.67") 


Ici la constante d'intégration peut dépendre encore du nombre de 
moles de gaz n. 


Problèmes 


1. Calculer l’entropie d'un gaz satisfaisant à l'équation de Van der Waals 
(p + alu?) (v — b) = RT en admettant que la température T y est donnée dans 
l'échelle de Kelvin. 

Solution. On tire de l'équation de Van der Waals 


ôp _ R 
OT  v—b*° 
En appliquant (2.61) on trouve 
SE __,, dp 
dv OT =T ôT? = 0. 
Ainsi C, = 0E/0T ne dépend que de 7. A l’aide de (2.59) on trouve 


dS=n {cr F+r er) , S=Rn { | Co +R In (v—b) } + const. 
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2. Calculer l'énergie d'un gaz régi par l'équation de Van der Waals. 
Solution. En utilisant les résultats du problème précédent on trouve 


dE — dE Op _ na 
amener (T ip) 
… ÔE ÔE … a 4 _ f a 
dE=-T dT + Fa dv= (co éT—+ do }'n, E=n{ |toar-2}, 


3. En supposant connue de l'expérience la polarisation électrique P d'un 
diélectrique en tant que fonction du champ E et de la température 7, établir 
l'expression de la densité d'énergie U (E, T). On négligera la variation du volume 
massique. 

Solution. Selon le second principe aq — T dS pour une transformation 
réversible, S étant l’entropie de l'unité de volume du diélectrique. En utilisant 
le résultat du problème 1 au $ 9 on trouve 


T dS = dU — E dP. 


[Rappelons qu'ici U désigne la densité d'énergie diminuée de la densité d'énergie 
E?/8x du champ électrique dans le vide, de sorte que la densité d'énergie totale 
est Utot = U + E?/8x.] En résolvant cette équation par rapport à dS, en posant 
que E et 7 sont des variables indépendantes et en utilisant la condition d'exis- 
tence de la différentielle totale de 4S, on obtient 


(3 ),=E (tr (97) (a) 


d'où 


ane [{(SE),+r (2) Jastuen 
0 


où U (0. T) est l'énergie du diélectrique pour un champ’ électrique nul. Appli- 
quons cette formule au cas particulier où 


AT 
(e est la permittivité diélectrique). On trouve alors 


E° eE? T de 
Urot mU += (1+— 77) +00: n. 


Pour un gaz dipolaire on peut poser de façon approchée que eg — 1 = const/T'; 
on trouve alors 


2 
Utot=-#+U (0, T) où U=U (0, T). 


ce qui signifie que la densité d'énergie U dans la substance du diélectrique ne 
dépend pas du champ. 

4. Calculer la variation en fonction du champ électrique des capacités calori- 
fiques à volume et à induction D constants pour 1 cm de diélectrique et d’eau, 
et évaluer (de façon approchée) la différence des capacités calorifiques du même 
diélectrique dans un Champ de 900 V/cm et dans un champ nul. 

Pour l’eau ‘entre O0 et 50 °C on a (approximativement) 


e — 88,0 — 0,350 (T — 273) + PB (T — 273}, 
avec f < 3:10. L 
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Solution. En utilisant la solution des problèmes 1 du $ 9 et 3 du $ 17. 
on a 


dQ= dUrot— 7 dD, 


E* D: T de 

Cou (er) +0 (0, = 5 (14) EU (0 7) 

(e est la permittivité diélectrique) 
__ { AÙtot | _ D° 9® _4* (1/e) 
Co. »= | ôT )= Ten 7 or Co 

où C, est la capacité calorifique en champ nul, de sorte que 

c c.——2ET (1e) _ ET f 0% _1( de \2 

D 77 8x ÔôT  B8n (57 e TT.) }- 
Il s'ensuit que 
E?T 
Co, D—CrÆ& 8 a, 


où a est une quantité de l'ordre de 10-%, de sorte que pour T = 300 K et E 
= 900 V/cm = 3 CGSE 


Cp — Co Æ 107! erg/(cm*.K). 


$ 18. Formules générales concernant l’énergie libre 
Il résulte de la formule (2.53) 


+++ | 


que l'énergie libre Ÿ est liée à l'énergie Æ£ et à l’entropie S par la 
relation 


V=E—TS+T | B() +. (2.68) 


On doit maintenant prendre en considération que l'énergie libre 
Y n'a été déterminée qu'à une fonction de température arbitraire 
additive près ($ 14). On peut maintenant éliminer l'arbitraire dans 
le choix de cette fonction de la température en la choisissant telle 


que le dernier terme de (2.68) T | TO qui ne dépend que de la 


température, soit nul pour toutes les températures 7. Autrement 
dit, on peut poser B égal à zéro. On obtient alors à la place de (2.68) 


W—E—TS. (2.69 


Nous considérerons dorénavant cette égalité comme la définition 
définitive de l'énergie libre. Il résulte de cette définition que l'éner- 
gie libre contient une fonction linéaire arbitraire de la température. 
En effet, comme l'énergie Æ et l’entropie S contiennent toutes deux 
des constantes additives arbitraires C, et C,, l'énergie libre Y con- 
tient le terme C, + C,T. On calcule habituellement l'énergie libre 


5—0297 
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à l’aide de la formule (2.69) et pour cela on doit connaître l’expres- 
sion de l'énergie et calculer l’entropie par la formule (2.57). 
En dérivant l'expression (2.69) il vient 
dY = dE — T dS — S af. 
En y substituant T' dS de l’équation (2.57) on trouve 
dY = — ÿ, Ada; — S dT. (2.70) 


Puisque tous les a; et T sont des variables indépendantes, on en dé- 
duit, premièrement, les égalités (2.11) déjà connues: 
0Y 
A; = 6e ? 
qui établissent des relations entre les dérivées partielles de Y par 
rapport aux paramètres extérieurs a; (pour T' constant) et les forces 
extérieures À,; deuxièmement, on exprime l’entropie en fonction 
de l'énergie libre: 


(2.71) 


S=— 2% (2.72) 


(la dérivée 9W/0T est calculée pour a; constants). On déduit de 
(2.69) et (2.72) une expression de l'énergie en fonction de l’énergie 
libre : 


CA 4 
E=YT<. (2.73) 


Cette équation est connue sous le nom d'’équation de Gibbs-Helmholtz. 
Il en découle que si l’énergie libre ne dépend pas de la température, 
elle se confond avec l'énergie totale. 

Notons que les formules (2.72) et (2.73) se déduisent directement 
de (2.53) et (2.50), en y introduisant o — — 6W/ôx, en remplaçant 
x par T conformément à (2.51) et en y posant = 0. 

Comme indiqué au $ 16 l'énergie libre d’un corps est égale à la 
somme des énergies libres de ses parties. Cette conclusion n’est va- 
lable que tant qu’on peut négliger l’énergie d'interaction mutuelle 
des parties du système, notamment l'énergie superficielle (cf. $ 40). 
A cette condition cette conclusion ressort aussitôt de la définition de 
l'énergie libre (2.69), puisque dans ce cas l'énergie £ est égale à 
la somme des énergies des parties du système, l’entropie S étant 
toujours égale à la somme des entropies de ces parties. (On a déjà 
mis à profit cette propriété de l’entropie lorsqu'on a donné la preuve 
de son existence, voir formules (2.58), (2.44') et (2.50°).) 

Appliquons la formule générale (2.69) pour trouver l'énergie 
libre d’un gaz parfait. Dans ce cas on a 

E=ne (T) 
et 
aT , 
S=n | op +R In V +6, 
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où b est la constante d'intégration qui ne dépend ni de V nide 7, 
mais peut dépendre de la masse du gaz, i.e. du nombre n de moles. 
En effet, pour établir la formule (2.67’) on a utilisé l'égalité (2.59) 
et les variables V et T', tandis que x était considéré comme un para- 
mètre constant. Pour trouver la dépendance de b avec n, utilisons 
le fait que l’entropie d'un corps est toujours égale à la somme des 
entropies de ses parties, ce qui implique qu’à une température T 
et à une densité n7/V données, l’entropie S doit être proportionnelle 
à n. Si on introduit le volume molaire v dans l'expression de S, on 
aura V — nv et 


S=n(|cT+Rinv) +nkR In n+b. 


Il est évident que le premier terme, i.e. n | Cp + R In v), 


satisfait déjà à la condition requise: pour une densité 1/v donnée il 
est proportionnel à n. Il s'ensuit que le terme 78 In nr + b doit 
être directement proportionnel à #7, ce qui permet de poser 


b+nRinn = nf, 


où B est une constante indépendante de nr. Ainsi, 
S=n((cT+Rinv+8). (2.73") 


En substituant ÆE = ne (T) — n | cAT et l'expression (2.73) 
dans (2.69) on trouve l'expression de l'énergie libre d’un gaz parfait : 


V=E—TS=n{e(T)—T [D — RT Inv—fT}— 


=n{{car-T | RTinv-$sr}. (2137 


On doit noter que cette expression contient deux constantes indé- 
terminées. C’est d'abord B et ensuite la constante faisant partie de 
l'énergie; on ne l’a pas explicitée pour la raison que la limite infé- 


rieure de l’intégrale | car a été laissée indéterminée. 


Problèmes 
1. Calculer l'énergie libre d’un gaz régi par l'équation de Van der Waals. 
Réponse. 


ven {arr | $ar- £-RTME-H+cT+c}. 


2. Calculer l'énergie libre, l'énergie interne et l’entropie d’un corps solide 
vérifiant la loi de Hooke et dont les constantes élastiques dépendent de la tem- 
pérature. 


5» 


68 THERMODYNAMIQUE DES TRANSFORMATIONS QUASI STATIQUES [CH. 2 


Réponse. Pour l'unité de volume du solide 


M 
F=w + h?, 


où A (T) est le module d'élasticité et À la déformation; 


À ôM A3 0M 
Et (MT), s= 
où Eo= Yo—T 9W/0T, So = —0WYo/0T. 
3. Calculer le travail de la dilatation isotherme réversible d'une mole d'un 
gaz satisfaisant à l'équation de Van der Waals. 
Solution. En utilisant l'expression de l'énergie libre d'un gaz de 
Van der Waals (problème 1 ci-dessus), on trouve 
1 1 Ua — D 
W=Yi—Wi=n {: (= )+ RT In ci, —b ; , 


où v, et v, sont les volumes molaires initial et final. 


$ 19. Echelle de température thermodynamique absolue 


Il a été montré plus haut que le second principe de la thermodv- 
namique fait apparaître la possibilité d'introduire une échelle de 
température appelée échelle thermodynamique absolue ou échelle de 
Kelvin. Le qualificatif « absolue » est justifié par le fait qu’en prin- 
cipe cette échelle n’est liée à aucun corps thermométrique. Exami- 
nons les propriétés de cette échelle de température. 

La température absolue (on entend par là la température dans 
l'échelle de Kelvin) ne peut changer de signe et on peut donc poser 
qu'elle est toujours positive. Cette conclusion ressort directement de 
la formule (2.52) qui a servi à définir la température absolue. Cette 
formule montre en effet que 


T 


Fmer(] ess 


To 


Etant une fonction exponentielle, le second membre de cette expres- 
sion est toujours positif, ce qui implique que 7 et 7, sont toujours 
de même signe. En admettant que la constante arbitraire 7, est 
positive (chose que l’on peut toujours faire sans que cela affecte les 
résultats physiques), T7 sera toujours positif. 

D'autre part, pour pouvoir affirmer qu’une certaine échelle de 
température est une « échelle juste », on doit être assuré que les 
corps plus chauds ont une plus grande température. À cette asser- 
tion (qui, coupée de ce qui suit, est dénuée de sens) on rattache l'idée 
que l'énergie du système augmente lorsqu'on élève sa température 
(& 7). Conformément aux considérations développées au $ 7, cette 
assertion est équivalente à l’assertion que la capacité calorifique 
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déterminée dans l'échelle de température considérée est une gran- 
deur positive. On doit donc admettre que les capacités calorifiques 
mesurées dans l'échelle absolue de Kelvin sont positives, c'est-à-dire 
que 
0F = 

(57). > 0. (2.75) 
(Dans tout ce qui suit, chaque fois qu'il sera question de capacité 
calorifique, il sera entendu qu'elle est rapportée à l'échelle de Kel- 
vin.) Notons qu’en thermodynamique statistique cette condition 
se laisse déduire des fondements de cette discipline. 

Etablissons un rapport entre l'échelle absolue de température 
avec les autres échelles de température, en premier lieu avec l'échel- 
le de température du gaz parfait. 

Utilisons en qualité de corps thermométrique un gaz parfait, 
i.e. un corps qui vérifie, d’une part, la loi de Boyle-Mariotte et, 
d'autre part, la loi de Joule. Pour s'assurer que le corps choisi satis- 
fait à ces lois, on doit savoir mettre en évidence l'égalité des tem- 
pératures. Comme il n’est pas nécessaire de disposer pour cela d’une 
échelle de température, on peut utiliser la loi de Boyle-Mariotte, 
selon laquelle à une température donnée le produit pV pour une masse 
déterminée de gaz est constant, et définir la température 71,2, dans 
l'échelle du gaz parfait comme une grandeur proportionnelle à ce 
produit ; généralement on utilise pour cela la formule 


pV = Riçn:, (2.76) 


(Il est évident que la proportionnalité de pV à la température du 
gaz n’est pas une nouvelle loi, mais une simple définition de cette 
échelle. Toute la partie des expériences de Gay-Lussac concernant la 
détermination du coefficient de température de la dilatation des gaz 
se ramène à une comparaison des échelles du thermomètre à gaz et du 
thermomètre à mercure.) 

Pour établir un lien entre cette température v,,, dans l'échelle 
du gaz parfait et la température absolue T dans l’échelle de Kelvin, 
on utilisera l'équation suivante découlant du second principe de la 
thermodynamique 


(E),+rer (de), gr 
D'après la loi de Joule 
(4),=0 28 


et comme (0E/9V)r=(0E/0V),, on doit avoir aussi 


(FF), =0. (2:79) 
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Il résulte de la loi de Boyle-Mariotte que 


ô dt 
v(<E),=R _ (2.80) 
En substituant (2.80), (2.79) et (2.76) dans (2.77), il vient 
dT  dtgaz 
TT gas ? (2.81) 
et en intégrant on obtient 
T = Tyaz Const. (2.82) 


Ainsi la température absolue de Kelvin coïncide, à un facteur 
constant près, avec la température dans l'échelle du gaz parfait. 
On peut poser que le facteur constant est égal à l’unité, à condition 
d'utiliser la même graduation (le degré de Celsius) dans les deux 
échelles (cela revient à admettre qu'à la pression normale les points 
de congélation et d'ébullition de l’eau sont séparés l’un de l’autre 
de 100 °C) [8]. 

On en arriva à conclure que pour réaliser un thermomètre fournis- 
sant des indications dans l'échelle absolue de Kelvin, on peut utili- 
ser le thermomètre à gaz ou bien n'importe quel corps. Cela ressort de 
la formule (2.77) que l'on peut ramener à la formule suivante (en 


remarquant que -2_— ©? +) : 


ÔT 07t dT 
dt ___0E/0V+p 
din? _  ôpJà * 83) 


Toutes les grandeurs figurant dans le second membre de (2.83) 
pouvent être en principe mesurées. Pour cela il n’est nullement be- 
soin d'utiliser l'échelle absolue de température puisque pour pou- 
voir mesurer 0E/0V il suffit de s'assurer de la constance de la tem- 
pérature; quant à 0p/ôt on le mesure à l’aide de l'échelle de tempé- 
rature arbitraire + que l’on cherche justement à graduer dans l'échelle 
de Kelvin. Ayant mesuré ces grandeurs, on trouve d'après (2.83) 
la valeur de dt/d In T, et en intégrant cette dernière expression 
on trouve la relation existant entre tet T. 

Pour établir pratiquement l'échelle absolue de température, on 
doit déterminer d’abord les températures absolues de plusieurs 
points de base (températures d'ébullition et de fusion de substances 
connues, etc.). Disposant de ces points, on procède à la graduation 
des thermomètres dans l'échelle absolue. On utilise pour cela, entre 
& et 1500 K, les thermomètres à gaz (aux hautes températures on 
utilise l'hydrogène et l'azote, et l’hélium aux basses températures. 
En dehors de cette gamme de températures, on utilise: a) la méthode 
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optique (aux hautes températures) faisant usage des lois de rayonne- 
ment des corps; b) la variation des propriétés magnétiques du corps 
avec la température (pour T << 4 K). 


$ 20. Le cycle de Carnot 


L'étude des propriétés d’un cycle particulier dit cycle de Carnot 
joua un rôle important dans l’histoire de la thermodynamique. 

On appelle cycle de Carnot un cycle formé de quatre transforma- 
tions réversibles dont deux sont isothermes et les deux autres adia- 
batiques (fig. 4). Ce cycle est l’un des plus simples qui soient. À 
l'époque de Carnot (1827), ce cycle cons- 
tituait un excellent instrument pour la T 
description du fonctionnement des moteurs 
thermiques utilisés alors (moteurs à vapeur 
à piston). L'importance des théorèmes fon- 
dés sur le cycle de Carnot (qu'on déduira 
des équations thermodynamiques générales 
qui ont été précédemment établies) dépas- 
se cependant de beaucoup son application 
à ces machines thermiques. Cela tient à 
ce que le cycle de Carnot, considéré comme 
un cycle de travail des machines thermi- Fig. 4 
ques, possède certaines propriétés optimales. 

La figure 4 représente un cycle de Carnot dont les variables sont 
V et t. Dans le cas où le nombre de paramètres extérieurs serait 
supérieur à deux, en représentant l’état du système dans un espace 
de coordonnées t, 4, ..., a, le cycle de Carnot sera constitué de 
deux segments de courbes contenus dans deux plans isothermes 
tT = 7 et tT = 7%, et de deux serments de courbes adiabatiques 
contenus dans deux plans isentropiques et raccordant deux par deux 
les extrémités des isothermes (la figure 5 illustre un cycle de Carnot 
pour le cas de deux paramètres extérieurs). 

Le rendement d'un cycle est le rapport 


NS 


=" , 
=D. (2.84) 


. où W est le travail produit par le système décrivant un cycle com- 
plet et Q, la quantité de chaleur reçue par le système (somme des 
valeurs positives de dQ). Pour un cycle de Carnot, @, est la quantité 
de chaleur que reçoit le système sur l'isotherme + = +, (on admet que 
To > TU). 

Calculons le rendement d'un cycle de Carnot en utilisant l'égalité 
de Clausius 


$ F=0. (2.85) 
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Pour un cycle de Carnot l'intégrale doit être partagée en quatre 
parties correspondant à deux isothermes et à deux adiabatiques. 
Vu que sur les adiabatiques dQ = 0 il ne reste que deux intégrales sur 


#p)r. , 
D, 
fl LL Pn 7= E 


2 LA 
£ 7 72 LT À 
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y 1 À 
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Fig. 5 
les isothermes où 7 — const: 
1 4 L 
Tr Jd0+ 7. dQ=0, T>T.. (2.86) 


Dénotons par Q, = | dQ la quantité de chaleur reçue par le système 


2 Li] 
à la température 7, et parQ, = — \ dQ la quantité de chaleur cédée 
i 
par le système à la température T,;. On aura alors 


GS 0, (2.87) 
d'où 
ne, (2.88) 
et comme W—(Q,—Q,, on obtient finalement 


1 = La HA, (2.89) 

C'est de cette formule que se déduisent les éhéorèmes de Carnot: 

le rendement d'un cycle de Carnot ne dépend que des températures de la 

source chaude et de la source froide, ne dépend pas du procédé de réalisa- 

tion du cycle, notamment de la nature du fluide moteur, et est donné 
par la formule (2.89). 

L'égalité (2.88) montre que le rapport des températures absolues 

de deux corps est égal au rapport des quantités de chaleur reçues et 
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cédées par ces corps utilisés comme source froide et source chaude 
dans un cycle de Carnot. Cette propriété constitue une définition 
simple de la température absolue de Kelvin. 

En utilisant l'égalité de Clausius on peut démontrer le théorème 
suivant. 

Pour un cycle réversible quelconque, lorsque la température 
maximale du système à laquelle celui-ci reçoit de la chaleur, est 
Tak (température de l'échelle absolue) et lorsque la température 
minimale à laquelle le système cède de la chaleur est T,,, le rende- 
ment n de ce cycle est plus petit que celui d’un cycle de Carnot tra- 
vaillant entre les températures 7, et Tin: 


n < Tmax=7mn (2.90) 


Tmax 


Démonstration. Le rendement du cycle considéré est 
W N Î | 
=-—, ou > = d = d 
OP Q; J Q à | Q| 


l'indice P servant à indiquer que l'intégrale est calculée sur les par- 
ties du cycle où dQ >> 0. 
Le travail W produit par cycle est 


= | 4Q= | aQ+ [40=Qr— | 1401=0r—Qx (2.91) 
P N N 


(l'indice N montre que l'intégrale est prise sur les parties du cycle 
où dQ < 0). 
On peut écrire l'égalité de Clausius sous la forme: 


R=|$+|s- fi (1er; (2.92) 
P N P N 


or 


[1401 


. [1 dQ | 
flat <E Qp {| 
J Tmax e 


Fe < Tan = 


, (2.93) 


T° Tmax Tmax 


OÙ Tmaz St la température maximale de la partie « positive » P du 
cycle et Thin la température minimale de la partie « négative » W 
du cycle. On tire de (2.91) et (2.93) 


CP ON Qù-., Tmin 
max Tmin ’ Qr d Tmax ’ (2 94) 
= Op—QNn =1—QN STmax—Tmin 
Or Op P » Tinax 


C.Q.F.D. 


74 THERMODYNAMIQUE DES TRANSFORMATIONS QUASI STATIQUES [CH. 2 


$ 21. Conséquences du second principe concernant 
les transformations réversibles de dilatation 
et d’échauffement d’un gaz ou d’un liquide 


Utilisons l'égalité (2.61) découlant du second principe pour 
transformer l'expression (1.49) de la quantité de chaleur reçue par 
un gaz ou un liquide lors d’une dilatation et d’un échauffement ré- 
versibles : 


dQ=dE+pdV=C, ar + (+ +») dv. (2.95) 
En remplaçant, d’après (2.61), 9£/0V + p par T 6p/OT on obtient 
dQ=C,dT+T (5E), av. (2.96) 


En utilisant l'équation (2.61) on peut transformer aussi les for- 
mules établissant une relation entre les capacités calorifiques C, et 
C, d'un corps. En se fondant sur le premier principe on avait établi 
la relation (1.53): 


0E ôV 
Co—Ce= (or )r+P](3)e E:97 
En appliquant la formule (2.61) on obtient 
…: ôp oV 
CGT (Sr), (ar), 58 
On peut transformer encore cette formule en utilisant l’identité *) 
ôp ôV TT _ 
(or), (5) 1: (2.99) 
On obtient alors 
(OV/ôT)} VTa® 
Ch—Co= — Tone = 5 (2.100) 
On a utilisé ici les notations 
1 oV 1 0V 
y), 8-7 (Gr) 


a est le coefficient de dilatation volumätrique, f la compressibilité 


*) On obtient cette identité en éliminant dp, dV et dT entre les identités 
= (0p/8V)r dV + (ôp/t)y daT, 
dV = (6V/6T), dT + (9V/6p)r dp, 
aT = (ôT/6p)y dp + (9T/8V), dv. 


[Il est plus simple de procéder de la façon suivante. On pose, par exemple, 
dp = 0 dans la première prié et on la divise par d7. On obtient ainsi dV/aT = 
(V/8T), = {a AT/8V)p” 
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isotherme. Si on tient compte qu'on a toujours (ce résultat sera établi 


au $ 35) 


0V 
| (Sr )r <0 (2-101) 
on a toujours 
Ch, >ZCo. (2.102) 
La formule (2.100) permet de calculer C, connaissant C, (et inversc- 
ment) puisque dans le second membre de la formule on trouve des 
grandeurs mesurables dont les valeurs sont indiquées dans les tables 
des constantes physiques. 
Examinons les conséquences qui découlent de la formule (2.61) 
pour une transformation adiabatique réversible. 


En vertu de (2.96) on peut écrire l'équation de l’adiabatique 
dQ = 0 sous la forme suivante: 


C,dT+T (5), dv =0. (2.103) 
Lorsqu'un gaz se dilate de dV, la température s'accroît de 
QT = — TOP gv. (2.104) 
En remarquant que 
9p) __{2P) [#W) _e 
(ar), (3 } OT },= p ” (2:105) 
on obtient 
dT = — dv (2.106) 


Ainsi le signe de la variation de température accompagnant la 
compression adiabatique coïncide avec le signe du coefficient de 
dilatation. Pour l’eau & change de signe à 4 °C (entre 0 et 4 °C « 
est négatif), de sorte que dans cet intervalle de température l’eau 
se refroidit à la compression au lieu de s'échauffer comme cela se 
produit généralement pour les gaz et les liquides. 

En réalisant une transformation adiabatique réversible et en 
appliquant la formule (2.103) on obtient un procédé de graduation 
de la température dans l'échelle de Kelvin. En notant t la tempéra- 
ture dans une échelle quelconque on a 


ôp ôp dt = 
(or) ar :107 
dE = dt 
=), =È (2.108) 
où C,=(0E/ôt)y. On tire de (2.103) 
= — Cr ay. (2.109) 


Co 
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Les grandeurs figurant dans le second membre de cette formule 
peuvent être déterminées expérimentalement ; la température est 
repérée dans l'échelle tr. On détermine expérimentalement la varia- 
tion de température dt (échelle +) accompagnant la variation adia- 
batique du volume de dV. La valeur de dT/T correspondant à la 
variation dt est donnée par la formule (2.109). 


Problèmes 


1. L'égalité C}, = C, peut-elle être valable pour l'eau? 
Réponse. Elle peut l'être à 4°C. 

Indication. Utiliser la relation C, — C, — Tœv/f. 

2. Calculer la différence C, — C, pour un corps satisfaisant à l'équation 
d'état de Van der Waals. En considérant que le gaz raréfié satisfait à cette équa- 
tion d'état, exprimer la différence cherchée en fonction de p et T. 

Solution. En utilisant les égalités (2.98) et (2.99) on a 


8p/àT)2 
Coco —r CP 
(9p/dv)r 
En écrivant ensuite l'équation d'état sous la forme 
RAT _se 
7 v—b  v? 


on calcule les dérivées 


et on tire 


R 


Che (v—+b)/v8 AT 


Pour un gaz raréfié on peut négliger les puissances do 1/v supérieures à l'unité, 
ce qui donne 


Cp — Cy = R (1 + 2ap/R?T?). 


3. Etablir une relation entre C,. le coefficient de dilatation volumétrique 


a = + (à) et le coefficient de température dit adiabatique x=(97/0p}s 
1 Fp 


(on détermine ce coefficient en mesurant l’abaissement de température résultant 
d'une dilatation adiabatique réversible). 

Solution. La comparaison des quantités (0T/6p)s, (0v/6T), et Ch = 
— T (8S/8T), montre qu'il serait commode de ramener la première de ces quan- 
tités aux mêmes variables que celles Es figurent dans les deux autres, i.e. T et p. 


En appliquant l'identité (9T/0p)s (ôp/8S)r (0S/8T)p = —1 on obtient 
(SD) _ __ (2S/8p)r __ _ T(S/0p}r 
op /S (9S/0T}p Cp 
La condition d'existence d'une différentielle totale d®D = —S dT + V dp, 
ie. —(0S/0p}r — (9V/0T), donne en définitive 
= ( oT __ TVa 
LE(S Js— cn 
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4. Calculer la variation d'entropie‘d'un corps lors de sa dilatation à pres- 
sion constante. 
Solution. On a 


9S  dS oT 
(S)p= | oV ),2v= ET }, ôV ), 2. 
En remarquant que 7 (5) = Cp; 1 (+) —a@ (æ& est le coefficient 
V \ à p 


p 
de dilatation volumétrique), on obtient 


_— CP 
(dS)p= 5e dV. 


Le signe de cette expression dépend du signe de a. 

[5. Calculer la quantité de chaleur qui est absorbée par une tige solide 
élastique ayant un module d'Young A{ dépendant de la température lors d'une 
extension isotherme quasi statique. 

Solution. 


dQ = oF dl, 


où ! est la longueur de la tige, © la contrainte, F l'aire de la section droite de la 
tige. Pour une extension isotherme 


0E 
dQ — (5), or] dl. 
D'après la formule (2.66) 
ÔE () 
(HE re 7 7 6P+0r. 


de sorte qu’en négligeant la variation de section droite avec la température, on 
trouve 


00 
dQ=—TF ST dl. 


Par définition du module d'Young, o = 4fÀ. À étant l'allongement relatif de la 
tige, déterminé par la contrainte ©. Par conséquent, 


oM 


En y substituant À = (1 — !,)/1,, où !, est la longueur initiale de la tige, et en 
intégrant on obtient 


0M (1— 1)? — À a 
(= True 


Dans ce calcul on n’a pas tenu compte de la diminution des dimensions transver- 
sales de la tige, qui est déterminée par le coefficient de Poisson. Si on en avait 
tenu compte, on aurait introduit dans la formule ci-dessus un terme correctif 
d'ordre de petitcsse supérieur qui n'aurait pas été retenu, vu que les calculs 
sont insuffisamment précis. 

6. Calculer, pour la même tige que ci-dessus, la variation de température 
due à l'extension adiabatique de la tige. 
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Réponse. 


_A oM \ (—l)? _ 1 oM 
AT=- TF (5 }, D 2 TFl (2 ], à. 


7. Calculer, pour la même tige, la capacité calorifique C; à allongement 
relatif constant à — Al/l, et la capacité calorifique C, à contrainte constante. 
Réponse. 


Ci= (5 }, + Co—Ci= TAF (+) (+ ), ] 


8. Calculer l'effet thermique de la polarisation isotherme (le champ appliqué 
croissant de 0 à Æ) de l’unité de volume d'un diélectrique en négligeant la varia- 
tion du volume massique et en supposant que 


Solution. Ecrivons l’équation dQ — dU — E dP (voir problème n° 1 
au $ 9) en variables E et 7 (formule (a) du problème n0 3 au $ 17); on trouve 


dQ = T (9P/8T)p dE. 
En posant pi E dans cette expression générale et en intégrant sur E de 0 


à E, on obtient 
E? de 
Q= 8n T OT 


Cette formule montre que pour de/dT < 0 le diélectrique soumis à une polari- 
sation isotherme dégage de la chaleur. Dans le cas particulier où e — 1 = 
= const/T on a A ! 
— 27 2 7 
Q= Ex E 3 PE. 
9. Calculer la différence des capacités calorifiques CE à intensité constante 
E et Ch à induction constante D pour un diélectrique placé dans un champ 
électrique. Dans les deux cas le volume est constant. {C E ©st la capacité calori- 
fique d’un diélectrique placé entre les armatures d’un condensateur branché 
dans le circuit d'une pile à f.e.m. constante, C, la capacité calorifique pour un 
condensateur ouvert, lorsque la charge appliquée à ses armatures est constante.) 
S ° lution. En écrivant dQ en variables (D, T) on trouve pour l'unité 
de volume 


dQ=dUtot— 40, Cn=( ut), 


an ôT 
__ [ JUtot [ ( OUtot \ … E | (S | 
Ce= | ÔT }+ 0D Jr 41 ÔT JE 
En appliquant (2.66) où on pose a = D, À — —E/4n, on obtient 
0D 4x 4n \ ÔT |p° 


En remarquant que D —e(T)E on a 
or) __Däà(i/e) __E de (5) DE de 
ÔT JD ÔT = e OT E 
de sorte que 
2 Ô 2 
Ce—Co= pe | É ] | 
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10. Une tige solide (ont la masse-est considérée comme négligeable) de 
longueur !, portant une charge de masse m à l'une de ses extrémités, tourne 
librement autour d'un axe perpendiculaire passant par l’autre extrémité de la 
tige. Ce système reçoit une quantité de chaleur g par unité de temps. Déterminer 
la variation de la vitesse angulaire &, de la longueur ! et de la température T 
en fonction du temps ?. On connaît les grandeurs suivantes de la tige: les capa- 
cités calorifiques C, et C, (à longueur constante et à contrainte constante), le 
coefficient de dilatation linéaire &, le module d'élasticité A et la section droite S. 

Solution. L'énergie du système se compose de l'énergie interne 
Ejnt (!, T) de la tige et de l'énergie cinétique mw%)2 de la charge; de ce fait 
le premier principe s'écrit sous Ja forme 


gdt= dQ=d{[Eint (!, T)+mli°ow?/2]. (a) 
En vertu de la loi de la conservation de l'impulsion 
lw=const ou SE + 0. (b) 


En utilisant l'égalité (b) et en introduisant la force centrifuge oS = ml et la 
capacité calorifique Cry = (6Ent/0T);, récrivons (a) sous la forme 


ao={( ant ),—cs} di+ Cid. (c) 


En utilisant le second principe (l'existence d'une différentielle totale dQ/T) on 
trouve aussitôt 


(get) es rs (20), à 


A l’aide de l'identité (9o/0T); (0T/8l)s (01/00) = —1 on trouve (90/8T); et 

en utilisant les définitions a=1 LL 1 

l ÔT Jo M 

00 ) _ aM 
l 


{ . 
T (5), . on obtient 


TT TS * (e) 


En écrivant le premier principe en variables (7, o), on a 


cea (LE) =cr+((2ERt ), 6} 


ce qui d’après (d) et (e) s'écrit 
Co = Ci+ TMos. (1) 


On dispose de trois équations à quatre inconnues d7, do, dl, dw: 


di , do m 2 


al al 1S 
di= (+) ar + (+ ]do=1aër +5 do. 


On en déduit l'équation 
di (1 + 3mow°l/MS) = la àdT. (g) 
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En transformant (c) à l’aide des formules (d) à (g), on obtient finalement 
: aTMIS 1 3(awi)?mT \-1 
OT = (C4 MS ] gat= (co — Times ) 9 ( 


di=[(1+3mo’l/MS) Ci+aTMIS]"! qla dt — 
={[(1+3m0°1/MS) Co —3 (awl)® m7]! qla dt. (i) 
dw/o—= —[(1+3mo°l/MS) Ci+a?TMIS]"! 2aq dt = 
= —[(1+3mot1/MS) Co —3 (awl)? mT]"1 2aq dt. (j) 


Notons qu’à la limite © —+ 0 Ja capacité calorifique dQ/d7T de la tige tend vers 
Cy- A la limite w — oo la capacité calorifique tend vers C4}. 


$ 22. Relation entre l'effet Joule-Thomson et 
l'équation d’état. Utilisation de cet effet 
pour le refroidissement des gaz 


Le refroidissement qui se produit lors de la dilatation adiabati- 
que réversible du gaz est mis à profit pour obtenir des basses tempéra- 
tures (machine de Kapitsa). Ce procédé est utilisable pour les gaz 
parfaits. Néanmoins, jusqu'à présent l'un des procédés les plus cou- 
rants d'obtention des basses températures est celui qui utilise les 
petites variations de température accompagnant la transformation 
de Joule-Thomson ($ 12) et résultant de ce que les gaz ne sont pas 
parfaits. 

La transformation de Joule-Thomson est une transformation 
adiabatique irréversible. Il a été établi au $ 12 que la variation de 
température AT qui apparaît dans la transformation de Joule- 
Thomson pour une chute de pression Ap est donnée par l'expression 

AT = — CÉPE Ap. (2.110) 

Pour transformer cette expression utilisons la formule (2.61) 
qu'on écrira en variables T et p; dans ce cas il est commode d'utiliser 
l'enthalpie. En remarquant que 


COR ATOS SAR 
—V)SE—p (2111) 
et qu'en vertu de (2.99) 
Grh=- (5) (7), (2.112) 
on obtient après substitution de ces expressions dans (2.61) 


É-ve-r(, 
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Notons que cette équation est immédiate si on utilise l'équation 
générale (2.66): - 


OE* OA 
Conformément à ce qui a été dit au $ 10, on doit poser a = p, 
A = — V'et noter que l'énergie E* inclut maintenant l'énergie poten- 


tielle de la charge et est égale à l’enthalpie H. 

En remplaçant dans (2.110) la dérivée (0h/ôp)r de l’enthalpie de 
l'unité de masse par v — T (dv/0T), (conformément à (2.113)), on 
trouve la variation de température dans la transformation de Joule: 


T (9v/0T)p—v __ T? FA (v/T) 
Il est évident que si l'équation d'état pv = RT est vérifiée, on 
a v/T = Rip et (Cr), — 0, ce qui signifie que pour un gaz 
parfait dans l'expérience de Joule-Thomson AT = 0. Pour un gaz 
qui n’est pas parfait la transformation de Joule-Thomson peut donner 
lieu soit à un abaissement soit à une élévation de température. Pour 
l'hydrogène, à la température ordinaire Eu < 0 et la températu- 


re s'élève; aux basses températures SIT) > 0 et la température 


ôÔT 
s’abaisse. 

Il est instructif de comparer la formule (2.115) pour l’eftet ther- 
mique dans la transformation de Joule avec la variation de tempé- 
rature accompagnant la dilatation adiabatique réversible. A cet 
effet transformons la formule (2.104) relative à la transformation 
adiabatique réversible pour les mêmes variables p et T figurant dans 
la formule (2.115) pour la transformation de Joule. Le plus simple 
est de le refaire après avoir obtenu l'équation de l’adiabatique en 
variables p et T. On déduit de dQ = dH — V dp: 


dT = — 0H/90p—V dp 


Cp (2.116) 
et en utilisant l'équation (2.113) on obtient 
T ôv/0T 
Î = — dp. (2.117) 


Puisque dv/0T >> 0 pour tous les gaz, la dilatation adiabatique ré- 
versible d’un gaz donne lieu à un abaissement de sa température 
et ce, quelle que soit l'équation d'état. C’est un avantage incontes- 
table (si on s’abstrait des difficultés d'ordre technique) de la méthode 
de refroidissement par dilatation adiabatique réversible (réalisée dans 
la machine de Kapitsa) en comparaison des procédés de refroidisse- 
"ment fondés sur la transformation de Joule. 
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$ 23. Méthode magnétique d’abaissement de la température 


La température d’un corps varie non seulement lors de sa dilata- 
tion adiabatique, mais aussi au cours d’autres transformations adia- 
batiques. La désaimantation adiabatique des cristaux paramagnéti- 
ques est utilisée comme un des principaux procédés d’obtention des 
plus basses températures. C’est pour cela qu’on exposera dans ce qui 
suit la théorie de la variation adiabatique réversible de l’état magné- 
tique des corps paramagnétiques et qu'on calculera la variation de 
température accompagnant cette transformation. 

Dans cette étude, on mettra à profit le fait que l’entropie reste 
constante dans les transformations adiabatiques réversibles. On 
commencera donc à calculer l’entropie d'un corps aimanté en par- 
tant de l'équation S — — 9W/0T liant l’entropie à l'énergie libre Y. 

On a déjà signalé que dans le cas où la permittivité diélectrique 
e dépendait de la température, la « densité d’énergie du champ élec- 
trique » représentait la densité d'énergie libre du champ. Dans le 
cas d’un champ magnétique, si la perméabilité magnétique u du corps 
dépend de la température mais ne dépend pas de l'intensité du 
champ (corps paramagnétique), la quantité uH?/8n — B°/8nu est 
égale à la densité d'énergie libre. 

Le travail d'aimantation par unité de volume est égal à 
— H dB/4n ou pour un corps de volume Ÿ 


dW=—-}VH dB. (2.118) 


On considérera l'induction magnétique comme un paramètre 
extérieur. On négligera les variations de volume puisque seul im- 
porte l’effet thermique dû à l’aimantation. La quantité 
A = — _ VH joue le rôle de la force extérieure généralisée corres- 


pondant au paramètre B. 
L'énergie libre du corps est 


Y(B,T)=%o(T)+ sn V (2.119) 


Le premier terme représente ici l'énergie libre en champ nul et le 
second représente la dépendance de Ÿ avec l’aimantation. Pour un 
corps paramagnétique, la perméabilité magnétique dépend de la 
température: u = u (T). En conformité des formules générales, on 
a : 


0Y 0Y V V ‘ 
Calculons l'entropie du corps (S— —0W/ôT) : 
yB3 9 (1 
S=5,—-2 20H), (2.121) 
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Ici S, = — 4Y,/0T est l’entropie du corps non aimanté. Pour une 
transformation adiabatique réversible dS = 0, et par suite 
_4s VB? 0? (1/1) VB 9 (1/b) ;3p 

dS= (ee ee) TEE dB=0. (2.122) 
Dans le premier terme on trouve 0S,/0T = C,/T, où C, est la ca- 
pacité calorifique du corps non aimanté (puisque dQ = C,aT = 
—= (0S,/0T) T dT). Le second terme est lié à la variation de la 
capacité calorifique du corps en fonction de l’aimantation (pour B 
petit on peut le négliger puisqu'il est proportionnel à B*). Dans ces 
conditions 


TVB 9 (1/u) 


aT = AnC, ÔT 


dB. (2.123) 


Cette formule montre que si on aimante ou désaimante un corps et 
si u dépend de la température, la température du corps varie. 
Dans les applications pratiques on utilise des corps paramagné- 
tiques (cristaux de sels paramagnétiques, par exemple cristaux de 
sulfate de gadolinium), ayant une perméabilité qui varie avec la 
température selon une loi de la forme u = &« + B/T avec B > 0. 
On aimante le corps dans des conditions isothermes à la température 
de l’hélium liquide, puis on supprime le champ dans des conditions 
adiabatiques. Lorsqu'on supprime le champ, B et dB ont des signes 


contraires, et par suite B dB << 0, et donc d7T << 0 puisque CID — 


= — Fe = > 0; par conséquent la température s’abaisse. 


Examinons les ordres de grandeur des quantités figurant dans 
la formule (2.123). Pour les cristaux aux basses températures C,, 


est très petit et dépend de la température selon la loi C, — bT3. 
V 


On a donc d7T = ET un d (B?), soit dT — 1/T°, et par consé- 
quent la variation de la température du corps peut être grande. C'est. 
ce résultat que l’on met à profit pour obtenir de très basses tempéra- 
tures. 

Ce même procédé peut être utilisé pour graduer l'échelle thermo- 
dynamique absolue aux très basses températures. Pour nous en as- 
surer, récrivons la formule (2.123) sous la forme 


dT __ VBdB du/dt 
TR . , (2.124 
où C, — 0E/07 est la capacité calorifique rapportée à une échelle de 
température + arbitraire et ôu/ô+ le coefficient de température de la 
perméabilité magnétique rapporté à la même échelle. Il est évident 
que la mesure des quantités figurant dans le second membre ne né- 
cessite pas une graduation du thermomètre dans l'échelle absolue. 
Par conséquent, en mesurant dans cette échelle arbitraire la varia- 
6e 
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tion de température dt résultant d’une variation adiabatique de 
l'induction magnétique de dB et en la comparant à la valeur de 
adT/T calculée par la formule (2.123), on arrive à établir une relation 
entre dIn 7 et dr et donc à graduer le thermomètre utilisé dans l’échel- 
le absolue. 


Problèmes 


1. En appliquant aux formules de la magnétostatique les mêmes raisonne- 
ments que ceux qui ont été développés dans le problème 1 du j 9, on démontre 
aisément que le premier principe de la thermodynamique appliqué à un corps 
magnétique placé dans un champ magnétique uniforme extérieur Æ se présente 


sous la forme 
dQ = dU — H dM. 


Cette équation concerne le corps magnétique tout entier (ce qui est admissible 
si le champ H est pratiquement uniforme), M est la projection du moment magné- 
tique total sur la direction du champ H. U l'énergie interne du corps magnétique 
(moins l'énergie du champ dans le vide). Démontrer que si U est indépendant 
du champ /, i.e. U = U (T) (ce qui est valable pour les gaz paramagnétiques), 


on doit avoir 
M = jf (HIT). 


Solution. Récrivons l'équation T dS = dU — H dM pour variables 
ur , D) et utilisons la condition de l'existence d'une différentielle totale pour dS. 
n obtient 


),+ Ce r = 


d'où M = f (H/T) {voir problème au $ 34]. Les équaticas de la thermodynamique 
ne permettent pas de déterminer la forme de la fonction f. Si la susceptibilité 
magnétique 7 ne dépend pas du champ Æ (à une température donnée), il découle 
immédiatement du résultat obtenu la loi de Curie: Æ = const ///T *) qui est 
bien vérifiée pour les gaz paramagnétiques. 

2. Un corps magnétique placé dans un champ FH est soumis à l'action d'une 
pression extérieure p. Etablir une relation entre la magnétostriction volumique 
(0V/0H)h et l'effet « piézomagnétique » (9M/ôp)}; dans le cas d'une aimanta- 
tion isotherme (réversible). Calculer la variation relative du volume déterini- 
née par la magnétostriction dans un champ faible croissant de 0 à Æ (en suppo- 
sant que l’aimantation du corps est constante dans le volume du corps). 

Solution. Prenons pour point de départ la relation fondamentale 


T dS = dU + p dV — H dM. 
Introduisons la quantité ® = U — MH + pV — TS dont la différentielle est 
dO = —S dT + V dp — M dH. 


En appliquant les conditions d'existence d’une différentielle totale on obtient la 
relation cherchée entre les deux effets: 


(7). = (Sr ur @ 


[*) En effet, dans ce cas on a M = xH, i.e. xH = f (H/T). Le premier 
membre de cette égalité est une fonction linéaire de Æ. Par conséquent le second 
membre doit l'être aussi: or cela n'est possible que si f (H/T) = const H/T, 
d'où résulte la loi de Curie.] 
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Pour calculer la magnétostriction écrivons d'abord M = %HV (y est la suscep- 
tibilité magnétique, V le volume du corps). D'après (a) 


av | _ dy a 
(7 }= u | op | *'op l° 


. dettes : 1 OV . oe 
ou en introduisant la compressibilité isotherme B= —— L., en intégrant 


entre des limites convenables et en utilisant la formule 1n (1 + AV/V) = AV/v 
(puisque AV/V << 1) on obtient en définitive 


= (6x 2% ]. 


L£ 2 


3. Une tige do longueur { soumise à une force de traction Z est placée parallè- 
lement à un champ magnétique H. D'après les données expérimentales (concer- 
nant le nickel et nombre d'autres matériaux magnétiques), si la force de traction 
est grande et le champ magnétique faible, l'aimantation de la tige est donnée 
par la formule 


M = const LH/Z. 


Calculer l'allongement relatif de la tige en admettant que la magnétostriction 
est « linéaire ». 

Solution. Ce problème est en tout point analogue au problème précé- 
dent, à condition de remplacer partout V par / ct p par la force de traction (—Z). 
En procédant comme ci-dessus, on trouve (9/9H), —(0M/9Z)n. En définitive, 
on trouve 


Ai H° : 
TT const ZE (1— az), 


où a=+ + est le coefficient d'élasticité à la traction (qui est l'inverse du 


produit du module d'Young par la section droite de la tige). 


$ 24. Etude thermodynamique de l'élément galvanique 


On sait que la force électromotrice d'un élément galvanique est 
indépendante de ses dimensions et ne dépend que des propriétés 
chimiques de l'électrolyte et des électrodes, ainsi que de la tempé- 
rature et de la pression régnant dans l'élément. 

La mise en œuvre de la thermodynamique permet de montrer 
qu’il existe un lien entre la f.6é.m. d’un élément galvanique réversible 
et l’effet thermique de la réaction chimique qui s’y produit lorsqu'il 
est traversé par un courant électrique. On appelle éléments galvani- 
ques réversibles les éléments dans lesquels évoluent des réactions chi- 
miques inverses lorsqu'on y fait passer un courant de sens opposé. 
Un élément galvanique réversible constitue un accumulateur par- 
fait. Si l'intensité de courant est petite et si on peut négliger la 
chaleur de Joule (qui est proportionnelle au carré de l'intensité de 
courant), le passage d'un courant à travers un tel élément galvani- 
que peut être considéré comme une transformation réversible. 


86 THERMODYNAMIQUE DES TRANSFORMATIONS QUASI STATIQUES [CH. 2 


Lorsqu'un courant traverse l'élément en circuit fermé, un travail 
est fourni et l'énergie varie par suite du changement de composition 
de l’électrolyte. 

Le travail que fournit un élément lorsqu'il est traversé par une 
quantité d'électricité de est 


dW = £de. (2.125) 


Ici € désigne la force électromotrice de l'élément qui dépend de la 
température € = € (T); on négligera sa variation avec la pression. 
On peut ne pas tenir compte de l'influence de la pression dans le cas 
d'éléments ne comportant pas de constituants gazeux, puisque la 
variation de volume accompagnant les réactions chimiques qui y 
évoluent est alors petite. On pourra donc négliger aussi le travail 
lié à cette variation de volume. Le travail € de est égal à la diminu- 


tion de l'énergie libre — ce de du système. 


L'énergie d’un élément galvanique varie lorsqu'il est traversé 
par un courant électrique parce que le passage de ce courant déter- 
mine l’évolution des réactions chimiques qui modifient la composi- 
tion chimique de l'électrolyte. Cette variation d'énergie peut être 
donnée par l'expression 


0E 
dE =<E an, (2.126) 


où dn est le nombre de moles de l’électrolyte ayant participé aux 
réactions lorsque l'élément aura été traversé par une quantité d'’élec- 
tricité de. Cette quantité dr de moles ayant réagi dans l’électrolyte 
est liée à de par la loi de Faraday: 


de = 2F dn, (2.127) 


où }# — 96 000 C/mole est la constante de Faraday et z est la valence 
de l'ion transportant la charge électrique. 

On peut déterminer la variation de l'énergie interne de l'élément 
à l'aide d’une expérience spéciale où se réalise la même réaction 
chimique, à condition que cette réaction évolue de façon isotherme 
et sans production de travail. Dans ce cas, la variation d'énergie 


dE _— dn sera égale à la quantité de chaleur absorbée que l'on 


mesure au cours de l'expérience. La quantité de chaleur absorbée 
par la réaction, rapportée à une mole de substance réagissante et 
changée de signe (chaleur dégagée), est appelée effet thermique de la 
réaction. En le dénotant par Ü on peut donc écrire 


5 _ _y (2.128) 


Afin qu'aucun travail ne soit produit, la réaction de l'expérience 
auxiliaire doit être effectuée soit dans un tube à réaction (puisque 
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par convention on néglige le travail de dilatation), soit lorsque c’est 
possible, directement dans l'élément galvanique mais en circuit ou- 
vert. Si on considère, par exemple, la réaction chimique qui se produit 
dans la pile Daniell (qui, en approximation, peut être assimilée à 
un élément réversible) et qui fait intervenir le zinc et le cuivre, on 
a 


Zn + CuSO, —+ Cu + ZnSO,. 


La chaleur libérée par cette réaction et rapportée à une mole de zinc 
est l'effet thermique U. 

La variation d'énergie interne résultant du passage de la quantité 
d'électricité de est 


U 
dE= —Udn=—-de. (2.129) 


On voit que l’effet thermique de la réaction est lié à la variation de 

l'énergie interne de l'élément, tandis que la f.é.m. est liée à la va- 

riation de son énergie libre résultant du passage du courant à tra- 

vers l’élément. Par conséquent, en appliquant l'équation de Gibbs- 
Helmholtz 

E=Y-T 2.130 

— — OT. ’ ( ° ) 

on obtiendra une relation entre la f.é.m. 6 et l'effet thermique U. 

Il suffit pour cela de différentier l'équation (2.130) par rapport à e: 


0E oY T ) 0Y ) 


"de — de  ôT \ de }. 


En remarquant que d’après (2.129) 9E/de = — U/zF et que 9W/de = 
= — £, on obtient 


U 06 
dl ls (2.131) 


On peut trouver cette dernière équation directement à partir de la 
relation générale 


ôE _m 04! 
3e, + 4Ai= TT , (2.132) 


en considérant la charge e comme un paramètre extérieur; dans ces 
conditions 6 jouera le rôle de la force extérieure généralisée 41. 
L'équation (2.131) est l'équation de Helmholtz pour les éléments 
galvaniques. Cette équation établit une relation entre les grandeurs 
thermochimiques et les grandeurs électriques relatives à l'élément 
considéré. La quantité T dé/0T est égale à la quantité de chaleur 
absorbée par l'élément au cours de son fonctionnement lorsqu'il 
aura été traversé par l'unité de charge (ne pas confondre cette quan- 
tité avec l'effet thermique de la réaction!). En effet, la quantité de 
chaleur que reçoit l'élément lorsqu'il est traversé par la charge de 
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dans des conditions isothermes est : 
dQ=dE+€ de=(—T+€) de (2.133) 


((2.133) se distingue de (2.129) par le travail fourni € de). En subs- 

tituant l'expression de & tirée de (2.131) dans (2.133) on trouve 
08 

Ce résultat montre que si la f.é.m. d’un élément croît avec la tem- 

pérature, cet élément doit absorber de la chaleur lorsqu'il est tra- 

versé par un courant dans le sens de la f.é.m. positive. 


Problème 


Etablir la variation de la f.é.m. d'un élément en fonction de la pression 
lorsqu'on tient compte de la variation de volume accompagnant la réaction 
évoluant dans l'élément. 

Solution. Dans ce cas le travail est donné par l'expression 


8 de + p dV = (8 de — V dp) + d (pV). 


En imposant que pour 7 = const cette expression est une différentielle totale, 
on trouve 


où AV — 9V/ôn est la variation de volume de toutes les parties de l'élément 
rapportée à une mole de substance qui a réagi au cours d’une réaction à pression 
constante. 


$ 25. Rayonnement d’équilibre. Lois de Kirchhoff 


Les lois de la thermodynamique s'appliquent à tous les systèmes 
physiques, y compris le champ électromagnétique, et non pas unique- 
ment aux systèmes composés de particules, i.e. à la substance. (Aux 
$$ 17 et 23, on a déjà donné des exemples d'application de la thermo- 
dynamique à des systèmes comportant des champs électriques et ma- 
gnétiques statiques.) L'expérience de tous les jours enseigne que n’im- 
porte quel système comporte, outre les substances, un rayonnement, 
i.e. un champ électromagnétique alternatif. A l’état d'équilibre 
thermodynamique, ce rayonnement est dit d'équilibre, et on peut 
lui appliquer les lois de la thermodynamique. 

Avant d'appliquer la thermodynamique au rayonnement d’équi- 
libre (ce sera l’objet du $ 26), il convient d'établir, sur la base des 
lois de l'optique, certaines propriétés générales du rayonnement 
d'équilibre qui sont connues sous le nom de Lois de Kirchhoff. 

On se limitera au domaine de validité de l'optique géométrique, 
ce qui signifie qu'on n'envisagera que des rayonnements dont les 
longueurs d'onde sont petites devant les dimensions des corps cons- 
tituant le système considéré. (Il importe cependant de noter que 
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sous une forme convenablement modifiée, les lois de Kirchhoff res- 
tent également valables en dehors du domaine de validité de l’opti- 
que géométrique.) 

Définissons d’abord les grandeurs qui servent à caractériser l'état. 
du rayonnement dans notre système. 

Pour les besoins de l’exposé qui suit, on caractérisera l’état du 
rayonnement en tous les points par son intensité. Considérons un 
point quelconque de l’espace; pour définir 
l'intensité de rayonnement en ce point, on / 
procédera de la façon suivante. L'énergie de lag 
rayonnement contenue dans l'angle solide 
dQ (fig. 6) et passant par unité de temps à 
travers un élément de surface do contenant le 
point considéré est égale à / dQ do cos Ÿ, 
Ÿ étant l'angle entre l’axe de l'angle solide 
dQ et la normale à do. La grandeur J est 
l'intensité de rayonnement. / dépend des 
coordonnées de l’élément de surface et de la 
direction de l’angle solide élémentaire dQ. 

La densité d'énergie de rayonnement en un 
point donné s’exprime en fonction de l’inten- Fig. G 
sité de rayonnement. La densité de rayonne- 
ment U (quantité d'énergie contenue dars l'unité de volume) est. 
égale à 


U— | = , (2.135) 
où qg = c/n est la vitesse de propagation du rayonnement (pour sim- 
plifier, on néglige la variation de la vitesse avec la fréquence) *). 
En effet, Z dQ do représente la quantité d'énergie qui passe par unité: 
de temps à travers la surface élémentaire do dans l'angle solide dQ. 
Dans le temps dt, il s’écoulera suivant cette direction une énergie: 
égale à Z dQ do dt. Elle occupera un cylindre de base do et de hauteur: 
q dt. L'énergie de l'unité de volume liée au rayonnement passant 
dans l'angle solide dQ est égale à 
I dQ do dt 
g dt do 


En sommant sur tous les angles on obtient la formule (2.135): 
u=7 (ra. 
q 


Les substances peuvent émettre et absorber des radiations de. 
différentes fréquences. L'’aptitude d'une substance à émettre des. 
radiations est caractérisée par son facteur d'émission (ou pouvoir- 


*) Pour les corps dispersifs, pour lesquels q dépend de la fréquence, on doit. 
remplacer, dans le dénominateur, la vitesse de phase par la vitesse de groupe. 
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émissif) n et son aptitude à l’absorption est caractérisée par le fac- 
teur d'absorption «. La quantité d'énergie rayonnée par unité de 
temps par le volume dV dans l'angle solide d@ est proportionnelle 
au volume dV et à l’angle solide dQ ; elle est donc égale à 


n dV dQ. 


Le coefficient de proportionnalité n est le facteur d'émission dela subs- 
tance à l'endroit considéré. Ce facteur dépend de l’état de la subs- 
tance en cet endroit, de la température, de la densité, de la composi- 
tion chimique, etc. Le facteur d'absorption «& est défini par la for- 
mule ar 


d. — , 
qui représente la diminution relative de l'intensité Z d'une onde 
plane se propageant dans la direction s, déterminée uniquement par 
l'absorption. Pour un corps homogène, on trouve la formule bien 
connue J = Jets. 

On peut considérer une certaine fréquence de radiation « et 
rapporter les grandeurs 7, n, &« à un petit intervalle de fréquence 
do centré sur la fréquence © (ce sont des grandeurs dites spectrales). 
Pour les distinguer des grandeurs intégrales, on dénotera les grandeurs 
spectrales correspondant à la fréquence © par Z,, ns, &. 

Considérons un milieu homogène et isotrope en état d'équilibre 
thermodynamique. L'’intensité Z ne dépend donc pas de la direction 
du rayon (le rayonnement est isotrope) et a la même valeur en tous 
les points du milieu. Notons ds un élément de longueur dans le sens 
-du rayon (ds a le sens de d@), 7 l'intensité du rayon. Lorsqu'on se 
déplace de ds sur le rayon, la variation d'intensité d] se compose de 
l'accroissement d'intensité déterminé par l'émission du corps sur 
ce trajet élémentaire (dans la direction de dQ) qui est égal à n ds et 
de sa diminution —«Z/ ds due à l'absorption. Ainsi 


Cette égalité montre qu'il ne se produit ni accumulation ni diminu- 
tion d'énergie au cours du temps. Puisque Z ne change pas lorsqu'on 
passe d’un point à un autre, d//ds — 0 et on obtient la relation sui- 
vante entre n, & et Z pour l'état d'équilibre thermodynamique: 


n/a = I. (2.137) 

Un raisonnement analogue étant applicable à toutes les fréquen- 
-ces, on obtient pour chaque fréquence la relation 

No/Ao = Lo (2.138) 


Examinons le cas de milieux différents. Soient deux milieux À 
‘et À’ séparés l’un de l’autre par une frontière plane (fig. 7). Etudions 
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l'échange d'énergie entre ces milieux dans les conditions stationnai- 
res en tenant compte de l’isotropie du rayonnement. Les intensités 
I dans le premier et 7” dans le second milieu sont indépendantes de 
la direction. 

Le flux d'énergie de rayonuement se propageant dans le milieu 
A" de la surface de séparation à travers l'unité d’aire de cette sur- 


Milieu A Milieu A° 


Fig.7 


face dans un angle solide d{2’ (sous un angle Ô” par rapport à la nor- 
male à la frontière) est égal à 


I'd" cos 6. 
Ce flux se compose précisément du flux d'énergie pénétrant dans le 


milieu 4’ à travers l’unité d’aire de la frontière parsuite de la ré- 
fraction des rayons issus du milieu À ; cette partie du flux est égaleà 


I dQ cos 8 (1 — R). 


où R est le coefficient de réflexion du rayon issu de À et tombant sur 
la frontière sous un angle Ÿ (ce rayon se réfracte sous un angle ÿ"), 
dQ l'angle solide correspondant ; la deuxième composante du flux 
d'énergie est le flux qui, provenant du milieu 4”, est réfléchi sur la 
frontière dans :n angle solide dQ’ et retourne dans À”; il est égal à 


1'dQ" cos 8’R", 
R' étant le coefficient de réflexion du rayon venant de À‘ et tombant 
sur la frontière sous un angle 0”. Par conséquent 
I'dQ’ cos 8” = ZI dQ cos 8 (1 — R) + l'4Q” cos 8°R”. (2.139) 


D'après la loi de la réfraction, n sin ÿ -= n° sin Ô” (7 et n' étant les 
indices de réfraction respectivement des milieux À et 4’); d'autre 
part, dQ@ = sin 0 dû dy, dQ’ = sin 8’40" dp (ic: p = p’ sont les an- 
gles azimutaux des rayons). En différentiant l'équation exprimant la 
loi de la réfraction, on obtient 


n cos 8 dû = n° cos 6‘d8ô", dp = dy’, 
d'où 
r? cos Ô sin 8 d® dp = n'* cos Ÿ” sin O’dû”’dp'; (2.140) 
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en utilisant les expressions de dQ@ et dQ’ on a 


cos Ô” dQ" = (n/n'}° cos Ÿ d (2. (2.141) 
Après substitution de (2.141) dans (2.139), on obtient 
l'(n/n }$ =I({—R) + 1I'R" (n/n'}, (2.142) 
ou 
TI ({—R}/r® = 1" (1 — R'}/n'°. (2.143) 


Cette dernière formule établit une relation entre les intensités dans 
des milieux différents. 

Utilisons le principe de réciprocité optique selon lequel les coeffi- 
cients de réflexion de la lumière sur la surface de séparation de deux 
milieux sont égaux pour les rayons direct et inverse, i.e. R = R'; 
cela permet de mettre (2.143) sous la forme 


In? = l'In'?. (2.144) 


Ainsi, le rapport Z/n° a la même valeur pour tous les milieux se 
trouvant en équilibre thermique les uns avec les autres. Ce rapport 
ne dépend que de la température. 

Nous avons défini plus haut la densité d'énergie par la formule 


U={ |74. 


Pour un rayonnement isotrope, la densité d'énergie est égale à 
U = 4nin/c. Par conséquent, on obtient de (2.144) 


Ulns = U'/n'3. (2.145) 


En appliquant les mêmes considérations à une seule fréquence 
wo et en introduisant l'indice de réfraction nr, correspondant à cette 
fréquence, on arrive à la conclusion que pour des milieux en équilibre 
thermodynamique (ayant donc la même température) on a l'égalité 
suivante 


1 ne, = Ling. (2.146) 


Autrement dit, la quantité Z,,/n°, est la même pour tous les milieux 
se trouvant les uns avec les autres en équilibre thermodynamique. 
Cette quantité ne dépend que de la température et de la fréquence w; 
on peut donc poser 


I Ir, = Lin = fa (T), (2.147) 
où f, (T) est une fonction universelle de la fréquence et de la tempé- 
rature. Elle est égale à l’intensité pour un milieu ayant un indice de 


réfraction égal à l'unité, i.e. pour le vide. 
Compte tenu de (2.138) on obtient 


Nu/Luwtis = fo (T}. (2.148) 
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Les formules (2.146) et (2.147) expriment les lois de Kirchhoff pour 
le rayonnement d'équilibre. La thermodynamique ne permet pas de 
trouver la fonction f,, (7) et ne peut qu'indiquer certaines propriétés 
de cette fonction. Cette question est traitée par la physiquestatisti- 
ue. 
k Sous la forme indiquée, les lois de Kirchhoff concernent le rayon- 
nement d'équilibre contenu à l’intérieur d’un corps. Ces lois permet- 
tent de tirer des conclusions concernant le rayonnement sortant de 
<e corps (dans le vide ou dans l'air). On considère donc le cas où 
l'équilibre n’est pas établi dans tout l’espace considéré, un seul corps 
est échauffé et l’espace environnant n’envoie aucun rayonnement dans 
<e Corps. 

Illustrons ces conclusions par deux exemples. 

Considérons d'abord une couche de gaz chaud d'épaisseur d. 
Supposons que le gaz se trouve dans un état d'équilibre thermodyna- 
mique. En général, le rayonnement dans la couche de gaz ne sera 
pas d'équilibre et néanmoins l'égalité (2.148) sera vérifiée à l’inté- 
rieur du gaz puisque les quantités n,,, &, et nr, figurant dans cette 
égalité ne dépendent que de l’état du gaz et celui-ci se trouve dans 
un état d'équilibre thermodynamique. A l'intérieur du gaz l'inten- 
sité du rayonnement dirigé perpendiculairement à la frontière de la 
couche est donnée par l'équation 


di 
= —al+n, (2.149) 


qui est vérifiée pour tout état stationnaire (même hors d'équilibre). 
Dans cette équation d//dx est la dérivée par rapport à la coordonnée 
z (x est normal à la couche), tandis que le premier et le deuxième 
terme du second membre représentent respectivement l'absorption 
et l'émission au point considéré de la couche, & et n ayant leurs va- 
leurs d’équilibre. Dans le cas d'une couche gazeuse, on peut admettre 
que sa frontière est diffuse et que son indice de réfraction est peu 
différent de l'unité: on peut donc ne pas tenir compte de la réflexion 
sur sa frontière. On aura donc 7 (0) = 0. En intégrant l'équation 
(2.149) on trouve pour x = d 


I=T(1—e-at), (2.150) 


Cette formule donne l'intensité du rayonnement sortant. Pour 
ad ÿ 1, la valeur de Z (d) tend vers 1/«, de sorte qu’une couche de 
gaz chaud de grande épaisseur rayonne vers l'extérieur une lumière 
dont la composition spectrale et l'intensité lumineuse correspondent 
à un état d'équilibre thermodynamique. Pour &d < 1, en développant 
en série l’expression de Z, on trouve Z (d) = nd, autrement dit l’in- 
tensité de la lumière sortant de la couche est proportionnelle au 
facteur d'émission. 
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Considérons maintenant un métal chaud ou un corps absorbant 
fortement la lumière, d'épaisseur infinie et présentant une frontière 
parfaitement nette. L'intensité du rayonnement provenant de l'in- 
térieur et tombant sur la surface du métal est 7? = n/an°. On ne peut 
négliger ici la réflexion puisque l'indice de réfraction étant diffé- 
rent de l’unité, la réflexion est importante. L'intensité de la lumière 
sortant du métal est égale à 


T=— 0 (A—Ro)= fo (T) (1— Ro). (2.154) 


Notons que si l’on connaît la forme de f,, (T) (cette fonction est dé- 
finie par la formule de Planck), et mesurant l'intensité (par comparai- 
son avec un étalon d'intensité lumineuse), on peut déterminer la 
température T du corps. La forme de la fonction f,, (T) a été détermi- 
née expérimentalement par étude du rayonnement du corps noir, 
i.e. d’une cavité entourée d’une enveloppe opaque et percée d’un 
petit orifice. 


$ 26. Loi de Stefan-Boltzmann pour le rayonnement d'équilibre 


En appliquant les lois de la thermodynamique au rayonnement 
d'équilibre, on peut établir la dépendance de la densité intégrale du 
rayonnement d'équilibre, i.e. de la quantité 


U= [U,du= € | fe (T) do (2.152) 
0 0 


avec la température. Démontrons qu'elle est proportionnelle à T. 
La démonstration fait intervenir la pression lumineuse et le fait que 
celle-ci est liée à la densité de rayonnement. Considérons le piston 
dans un cylindre dont les parois (ainsi que le piston lui-même) sont 
en un métal parfaitement réfléchissant. Du fait de l’existence de la 
pression lumineuse, le déplacement du piston donne lieu à une pro- 
duction du travail. On peut appliquer au rayonnement contenu dans 
ce récipient les équations ordinaires de la thermodynamique. 

D'après l’électrodynamique, lorsqu'un rayon tombe sur une 
paroi parfaitement réfléchissante sous un angle Ÿ, la pression lumi- 
neuse est égale à p = U cos* Ÿ, U étant la densité de rayonnement 
totale. Pour un rayonnement isotrope, on doit prendre la moyenne 
de cette expression sur toutes les directions; on obtient ainsi 


p = U!3. (2.153) 


On sait que ce résultat déduit de l'électrodynamique fut confirmé 
par l'expérience dans les travaux classiques de P. N. Lébédev 
(1900). 
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L'énergie contenue dans un récipient de volume V est égale à 


E = U (T) V. (2.154) 
Le travail fourni lors du déplacement du piston est donné par 
dW = p dV = (U/3) dy. (2.155) 
En appliquant l'équation générale (2.77) on trouve 
dE _m{êP. | 
Cort = T (Sr )ye (2-156) 


En y substituant l'expression de Æ tirée de (2.154) et l'expression 
de p tirée de (2.153), on obtient 


du AU 
TT (2.157) 
On a obtenu ainsi une équation différentielle ordinaire que l'on 


intègre en séparant les variables, ce qui conduit au résultat suivant: 
U = aT, (2.158) 


où a est la constante d'intégration. Cette équation exprime la loi 
de Stefan-Boltzmann qui établit une relation entre la densité inté- 
grale d’un rayonnement d'équilibre et la température. 

La loi de Stefan-Boltzmann est confirmée par l'expérience; læ 
constante a a pour valeur 


a = 7,91-10-1% erg/ (K‘-cm°) = 1,89-10-*? cal/ (K4-cmÿ). 


Problèmes 


1. Calculer: a) la densité d'entropie du rayonnement d'équilibre; b) la: 
quantité de chaleur Q enlevée au corps chaud lors d'une dilatation isotherme: 
d'un rayonnement d'équilibre à partir du volume initial V jusqu'au volume 
final V”’ (à la température T). 

Solution. a) Introduisons l'énergie E, l’entropie S et les densités d'éner- 

ie U = E/V et d'entropie s — S/V. Pour un rayonnement d'équilibre isotrope, 
a pression est égale à p — U/3 avec U—aT4. En appliquant le second principe: 


+ 
sous la forme dS — E av et en posant, pour raison de commodité, S=0 
pour V = 0, on trouve aussitôt 
S_4 
nt nr 


b) En affectant de primes les grandeurs relatives à l'état final’on a 
Q=T(S'—S)=Ts(V'—V) =+ aT4 (V'—V) + (E"—E). 


2. Etablir des relations entre les grandeurs thermodynamiques pour un: 
rayonnement d'équilibre effectuant une transformation adiabatique réversible. 
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Solution. Comme S = const, d’après les résultats du problème précé- 
dent, on trouve 


TSV = const, pV4f$ = const, EV'A — const. 


3. Un rayonnement d'équilibre contenu dans une cavité de volume V à 
parois rigides parfaitement réfléchissantes est brusquement expulsé dans une 
<avité vide ayant des parois identiques; ce rayonnement subit donc une trans- 
formation adiabatique irréversible. Calculer les variations de température et 
d'entropie, sachant que le volume total des deux cavités est V’. 

Solution. En vertu du premier principe Æ’ — E. Par conséquent, 


TUT= YVIV <A4, SUS = TIT' = YV'IV > 1. 


4. Calculer la capacité calorifique C, et l’énergie libre Ÿ d’un rayonnement 
d'équilibre. 
Réponse. 
C, = (6E/OT)y = 4aTV, W=E—TS = —aTiV/3. 


5. Etant donné un centimètre cube d’un gaz monoatomique, calculer la 
capacité calorifique supplémentaire C, ray déterminée par la présence dans le 
gaz d'un rayonnement d'équilibre, le volume du gaz étant maintenu constant; 
une mole de gaz occupe le volume V = 22,4.10% cm3/mole (c'est le volume 
qu'occuperait une mole de gaz parfait à température et pression normales). 
Comparer cette capacité calorifique supplémentaire avec la capacité calorifique 
du gaz lui-même (celle-ci est égale à C, gaz = 3R/2V cal/(cm°-K)). 

Réponse. 


Coray=4aT®—7,3.10-2? T3 cal/(em°.K); 
3R 3 


Ce RaZ 5 — 224.10 — 1,3-10-4 cal/(cm°-K) : 


Coray __ 8aVTS 
Ch gaz — 3R 


—5,4.40-18 Ps. 


$S 27. Les fonctions caractéristiques 


Pour pouvoir caractériser les propriétés d’un corps dont l'état 
à l'équilibre thermodynamique est déterminé par le volume et la 
température, il ne suffit pas de connaître son équation d'état liant 
la pression au volume et à la température. Pour pouvoir le caracté- 
riser complètement, il faut disposer d’une seconde équation expri- 
mant, par exemple, son énergie en fonction du volume et de la tempé- 
rature. Ainsi, par exemple, on caractérise un gaz parfait par l’équa- 
tion d’état de Clapeyron et par la loi de Joule. La mise en œuvre du 
second principe de la thermodynamique permet de réduire à un seul 
le nombre d'équations requises pour caractériser un corps. 

De même, étant donné un système ayant un nombre arbitraire n 
de paramètres extérieurs, l’application du second principe permet 
d'établir toute une série de relations reliant les forces extérieures, 
l'énergie et leurs dérivées [$ 17, équations (2.66) et (2.67)]. L'exis- 
tence de ces relations tient à ce qu’à l’équilibre thermodynamique 
toutes ces quantités peuvent être exprimées, en vertu de l’équation 
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fondamentale (2.56), à l’aide d’une seule fonction déterminée des 
oariables indépendantes et de ses dérivées. Cette fonction est appelée 
vonction caractéristique. Suivant les variables indépendantes, on 
faura pour fonction caractéristique des grandeurs différentes. 

Pour trouver les fonctions caractéristiques, on doit utiliser l’équa- 
tion fondamentale 


T dS = dE + >, Aida; (2.159) 


et la transformer de telle sorte que dans le second membre figurent 
les différentielles des variables indépendantes choisies. 

Posons qu’on ait pris pour variables indépendantes les paramètres 
extérieurs a; et l’énergie Æ£. Dans ce cas, la fonction caractéristique 
sera l’entropie S donnée en fonction des a; et de £. En effet, con- 
naissant la fonction S — S (a;, E), il vient de l'équation (2.159) 

0S (as, E) _ 1 os (az, E) _ Àk 


0E T ? da  T * (2.160) 


En résolvant la première équation par rapport à Æ on obtient l'énergie 
en fonction de la température et des paramètres extérieurs, tandis 
que les autres équations définissent les forces extérieures. 

Dans le cas où on prendrait pour variables indépendantes les 
paramètres extérieurs et la température, la fonction ca ractéristique 
sera l'énergie libre W exprimée en fonction de ces variables. On a 
démontré en effet, au $ 18, que de (2.69) découlait l'égalité 


dW = —S dT — D») À, da. (2.164) 
Par conséquent, 
9Y (a, T) SF. T) _ 
—T —S, — a — À;, (2.162) 
et l'énergie est donnée par 
E=Y—T(S). (2.163) 


Ainsi, connaissant la fonction Ÿ (a;, T) on trouvera toutes les 
grandeurs fondamentales caractérisant le système considéré. 

Dans le cas particulier où le paramètre extérieur est le volume, 
on dénotera l'énergie libre Ÿ par F (V, T) (l'énergie libre dans le 
sens restreint du terme). On aura alors les formules suivantes: 


dF=—SdT—pdY, (2.164) 
0F 
p=—2, (2.165) 
oF 
=, (2.166) 
0F = 
E=F-T-S. (2.167) 
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La formule (2.165) renferme l'équation d'état du corps, tandis que 
la formule (2.167) définit l'énergie en fonction de la température 
et du volume. 

Si on prend la pression pour paramètre extérieur, l’autre variable 
indépendante étant la température, on trouvera la fonction caracté- 
ristique en transformant l'égalité (2.164) de telle sorte que cette 
dernière contienne les différentielles de ces variables. Pour cela, 
ajoutons d (pV) aux deux membres de (2.164): 


d(F + pV) = —S àdT + V dp. 
En introduisant la fonction O des variables p et 7,ona 
D=O(p, T)=F+pV=E TS +pV = H—TS. 


(2.168) 
et on obtient 
dD = —S$S dT + V dp. (2.169) 
On en déduit 
CU) 0D 
et de (2.168) et (2.170) on obtient 
00 
H=D—-T—S. (2.171) 


La fonction ® est le potentiel thermodynamique ou l'enthalpie libre. 
Les formules précédentes montrent que le potentiel thermodynamique 
est la fonction caractéristique d’un système pour les variables indé- 
pendantes p et T. 

On a indiqué au $ 10 que l’enthalpie Æ représentait l’éncrgie 
du système « élargi », lorsqu'on incorpore au système, en plus du 
corps étudié, le poids qui produit la pression p. De manière analogue, 
le potentiel thermodynamique ® représente l'énergie libre Ÿ de ce 
système élargi *). Il s'ensuit que les égalités (2.168) à (2.171) se 
déduisent aussitôt des formules générales (2.161) à (2.163) dès qu'on 
les applique au système élargi en y remplaçant a par p, À par —V 
(cf. $ 10), Ÿ par O et E par X. 

Il est aisé de s’assurer ensuite que pour les variables S et V Ia 
fonction caractéristique est représentée par £ = E (S, V) et pour 
les variables S et p, par A (S, p). 


*) Différents auteurs utilisent des dénominations différentes pour les 
fonctions caractéristiques dont certaines sont mal appropriées. On est enclin à 
penser que la terminologie la plus adéquate serait la suivante: W (7, a;) (fonction 
caractéristique en général pour les variables indépendantes 7 et certains para- 
mètres ext rieurs) — potentiel thermodynamique: F (T, V) — énergie libre; 
® (7, p) — enthalpie libre. Néanmoins, on utilisera les dénominations les plus 
courantes, celles que le lecteur trouvera dans le texte. 


$ 27] LES FONCTIONS CARACTERISTIQUES 99 


Problèmes 


1. Démontrer qu’en prenant p et H (enthalpie) pour variables indépendantes, 
la fonction caractéristique sera f'entropie S (4, p). En utilisant cette fonction 
caractéristique déterminons (97/ôp)x qui figure dans l’équation (2.115) expri- 
mant l'effet Joule-Thomson. 

Solution. 


T dS=dH—V àp, r=(57),: 
Cher ati er (AP) 5 (22), 


2. Calculer le potentiel thermodynamique du rayonnement d'équilibre et 
expliquer pourquoi © ne peut servir, dans ce cas, de fonction caractéristique. 

Réponse. © = 0. Les grandeurs p et 7 ne sont pas des variables indé- 
pendantes étant liées entre elles par l'égalité p = (1/3) aT4. 

3. Si l'entropie S et la pression p sont les variables indépendantes, l’enthal- 
pie H sert de fonction caractéristique. Connaissant A (S, p) trouver les expres- 
sions de la capacité calorifique C,, du coefficient de dilatation thermique 
1 +) de la compressibilité adiabatique _1 (S) et de la vitesse 
V \ OT }/p° : V \ ps 
du son a= V (op/ôp)s (p étant la densité). 

Solution. On déduit de l'équation dH = T d4S + V dp 


0H 0H 
T= SS ” Ver , 
c = | 0H __ _0H/0S + | ôV ___ 8°H/0p0S 
PT \9 p 02H/687  V ÔT /p 0H/0p-0?H/0S3 ? 
(5) — _ L°HIOp? a= 8 3 1 
4 ôp /S8 0H/0p ? ” ôdp ô3%h/0p=® ? 


où h est l’enthalpie massique. 


CHAPITRE 3 


ÉTATS HORS D'ÉQUILIBRE. LES CONDITIONS 
D'ÉQUILIBRE ET LEURS APPLICATIONS 


$ 28. Accroissement d’entropie dans une transformation 
adiabatique irréversible assurant le passage 
d’un état d'équilibre à un autre 


La thermodynamique permet de tirer différentes conclusions 
concernant les transformations irréversibles. Ces conclusions permet- 
tent d'étudier la question du sens des transformations irréversibles, 
la possibilité de leur évolution dans des conditions données et de 
formuler les conditions d'équilibre des systèmes. 

Pour passer d’un état d'équilibre du système à un autre, il n'est 
pas indispensable de réaliser une transformation quasi statique. 
Supposons qu’un système se trouvait initialement dans un état 
d'équilibre. On peut modifier rapidement (de façon non quasi 
statique) les paramètres extérieurs du système ou bien la tempé- 
rature des corps environnants de telle sorte qu'ils prendront finale- 
ment de nouvelles valeurs constantes. L'état d'équilibre du système 
en sera rompu et des transformations irréversibles se produiront dans 
le système. A la longue, le système atteindra à un nouvel état d’équi- 
libre correspondant aux nouvelles conditions extérieures. 

En qualité d'exemple d’une telle transformation, on peut con- 
sidérer la dilatation d’un gaz résultant d’un déplacement rapide du 
piston obturant le récipient contenant ce gaz. Le déplacement rapide 
du piston perturbe la distribution uniforme de la densité et de la 
température dans le gaz. Cependant, après l'arrêt du piston, la den- 
sité et la température du gaz s'égalisent et le gaz retrouve un état 
d'équilibre thermodynamique. 

Considérons le passage adiabatique irréversible du système d'un 
état d'équilibre dans un autre état d'équilibre, afin de démontrer 
que l’entropie du système augmente (ou tout au moins reste in- 
changée) au cours d’une telle transition. La démonstration se fonde 
sur le postulat de l'impossibilité de réalisation d'un perpetuum 
mobile de seconde espèce. 

A l'équilibre, l’état d'un système peut être caractérisé par les 
valeurs des paramètres a,, . . ., a, ct de l'énergie Æ (plus brièvement, 
par la définition de a; et £). Envisageons la succession suivante des 
transformations évoluant dans le système. Posons qu’au début le 
système se trouvait dans un certain état d'équilibre (af, £°). Dans 


$ 28] ACCROISSEMENT D'ENTROPIE 401 


cet état, l’entropie du système est égale à S° — S (af, £°). Modifions 
les paramètres extérieurs jusqu'aux valeurs a; par un procédé adiaba- 
tique mais non quasi statique. Tout d'abord, l'équilibre se trouve 
rompu; après que le système sera parvenu à un nouvel équilibre, 
son état sera caractérisé par (a;, £"). Dans ce nouvel état, l'entropie 
sera égale à S” — S (a;, Æ"). En général, S”  S°, puisque la trans- 
formation réalisée quoique adiabatique. a été irréversible, i.e. non 
quasi statique. Modifions maintenant les paramètres extérieurs de 
façon adiabatique et quasi statique jusqu'à ce qu'ils retrouvent leurs 
valeurs initiales a%. Lors de cette transformation adiabatique et 
quasi statique, l’énergie variera et prendra la valeur £”, tandis que 
l'entropie restera constante cet gardera la valeur S”, de sorte que 
S (a? E") = S (ai. E‘) — S'. Le système se trouve alors dans l'état 
(a$. E") et quoique les paramètres extérieurs aient les mêmes valeurs 
qu'initialement. le système n'a pas parcouru un cycle puisque 
E" = ET. Du fait de ces deux transformations adiabatiques, le 
système a fourni un travail W — Æ9 — Æ”, 

En raison de l'irréalisabilité du perpetuum mobile de seconde 
espèce, ce travail W est négatif (ou nul). En effet, si le travail était 
positif (W => 0), ces transformations (que l’on pourrait répéter un 
grand nombre de fois) permettraient de produire du travail uni- 
quement aux dépens d’une diminution de l'énergie de notre système 
adiabatique isolé, autrement dit, aux dépens de son refroidissement. 
(Après chaque transformation, les paramètres extérieurs retrouvent 
leurs valeurs initiales, l’énergie diminue et par conséquent la tem- 
pérature du système s’abaisse). 

On a donc W < 0 et par suite E? < E”. Comme 6S/0E — AT, 
S est une fonction non décroissante de E et donc 


S — S = S (ai, E") — S (ai, E > 0, (3.1) 
1.0. 
S" > S°. (3.2) 


Ainsi se trouve démontrée notre proposition que l’entropie 
augmente au cours des transformations adiabatiques irréversibles 
faisant passer le système d’un état d'équilibre dans un autre état 
d'équilibre. L'exemple le plus simple d’une telle transformation est 
la dilatation d'un gaz dans le vide qui s'accompagne, conformé- 
ment à la proposition qui vient d'être démontrée. d’un accroisse- 
ment d'entropie du gaz. Dans le cas d'un gaz parfait satisfaisant 
à la loi de Joule, lors de la dilatation du gaz dans le vide (aucun 
travail n'étant produit, la température du gaz ne change pas; cf. $ 12) 
son entropie augmente, comme on peut s’en assurer en examinant 
la formule donnant son entropie, selon laquelle, à température 
constante, l’entropie croît proportionnellement au logarithme du 
volume du gaz (cf. 8 17). 
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Ün autre exemple d'application du théorème relatif à l’accrois- 
sement d’entropie est celui de nombreux cas de mouvement d’un 
liquide visqueux, tel que les oscillations que l’on observe dans les 
liquides lors de la propagation du son. Dans ce dernier cas, on peut 
admettre que l’état de chaque élément de volume du liquide peut 
être déterminé, comme à l'équilibre, par la densité et la température. 
Dans les liquides, le coefficient de conductibilité thermique est petit 
devant le quotient du coefficient de viscosité par la densité, ce qui 
permet de négliger la conductibilité thermique et de poser que chaque 
élément de volume du liquide en mouvement est adiabatique. On 
peut donc affirmer que son entropie augmente lors du mouvement 
(ou reste constante si la transformation est réversible). 


$ 29. Définition de l’entropie des états hors d'équilibre 


Dans ce qui précède, l’entropie avait été définie à l’aide de 
l'égalité fondamentale (2.56) exprimant le second principe pour les 
transformations quasi statiques qui constituent une suite d'états 
d'équilibre. L'entropie a donc été définie uniquement pour des états 
d'équilibre. Comme à l'équilibre l’état du système est déterminé 
dès qu'on indique les valeurs des paramètres extérieurs et de la 
température (ou encore les valeurs des paramètres extérieurs et de 
l'énergie), l’entropie en tant que fonction d'état est définie comme 
une fonction de ces grandeurs. Il en est de même pour l'énergie 
libre Ÿ qui, étant exprimée en fonction de l’entropie par la formule 
W—E TS, n'a été définie jusqu'ici que pour les états d'équi- 
libre. 

Pour les états hors d'équilibre, les paramètres intérieurs du 
système ne sont plus des fonctions des paramètres extérieurs et de 
la température. De ce fait, pour caractériser un état hors d'équilibre, 
on doit indiquer, en plus des valeurs des paramètres extérieurs et 
de la température (ou de l'énergie du système), les valeurs d’un ou 
de plusieurs paramètres intérieurs. Par exemple, pour décrire l’état 
hors d'équilibre d'un gaz, on doit indiquer, en plus du volume du 
récipient qui le contient et de son énergie totale, la distribution de 
la densité dans le récipient, et dans le cas où la température ne 
serait pas uniforme, la distribution de celle-ci. Dans le cas où il 
s'agit d'un mélange de substances susceptibles de réagir chimique- 
ment, on doit indiquer, outre le volume et la température, encore le 
nombre de moles des substances ayant réagi (à l’état d'équilibre ces 
nombres seraient des fonctions du volume et de la température 
et il n’aurait pas été nécessaire de les indiquer spécialement). Dans 
les états hors d'équilibre, l’entropie et l'énergie libre doivent être 
des fonctions d'état, mais elles doivent dépendre d’un plus grand 
nombre de variables que dans le cas d’un état d'équilibre; elles 
doivent dépendre non seulement des paramètres extérieurs et de la 
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température, mais encore des paramètres intérieurs caractérisant 
l'état hors d'équilibre considéré. 

Commençons par généraliser la définition de l’entropie pour les 
états hors d'équilibre. Deux cas sont à envisager: 

1) la température du système est uniforme (système thermique- 
ment homogène); 

2) différentes parties du système ont des températures diffé- 
rentes. 

Considérons d'abord le cas des systèmes thermiquement homogè- 
nes. La définition de l’entropie d’un état hors d'équilibre se fonde 
sur le fait que la variation d’entropie accompagnant le passage à 
un état hors d'équilibre est donnée par la même équation que pour 
les états d'équilibre, i.e. 


T dS = dE + dW, (3.3) 


à condition que le passage à l'état hors d'équilibre s'effectue de façon 
quasi statique. À première vue, il semblerait que cette définition 
est dénuée de sens. En effet, une transformation quasi statique est 
une succession d'états d'équilibre et ne peut donc conduire à un 
état hors d'équilibre. 11 importe donc de préciser ce qu'il faut enten- 
dre par « passage quasi statique à un état hors d'équilibre » et d’ex- 
pliquer comment on peut le réaliser. 

Prenons un exemple simple. Soit un gaz contenu dans un réci- 
pient. En l'absence de tout champ extérieur, à l’état d'équilibre la 
densité du gaz sera uniforme et le centre de masse se situera au centre 
géométrique du récipient. L'état du gaz caractérisé par une distri- 
bution non uniforme de la densité, pour laquelle le centre de masse 
du gaz ne coïncide plus avec le centre géométrique du récipient, 
sera un état hors d'équilibre. Mais en présence d’un champ de pesan- 
teur adéquat, cet état à densité non uniforme sera un état d'équilibre. 
On peut créer le champ de pesanteur requis à l’aide d’un processus 
quasi statique et parvenir ainsi, de façon quasi statique, à l’état 
caractérisé par une distribution non uniforme de la densité. 

On pose, par définition, que l’entropie d’un état hors d'équilibre, 
caractérisé par une distribution non uniforme de la densité en l’ab- 
sence de tout champ extérieur, est égale à l’entropie d’un état d’équi- 
libre présentant la même distribution de la densité, mais en pré- 
sence d'un champ de pesanteur approprié. Notons que les énergies 
de ces deux états, sans champ extérieur et avec champ extérieur, 
sont différentes. En introduisant un champ de forces supplémentaire, 
on peut assurer le passage quasi statique d’un état arbitraire hors 
d'équilibre d'un système thermiquement homogène, caractérisé 
par des valeurs connues de certains paramètres intérieurs (qui sont 
des fonctions des coordonnées et des vitesses des molécules com- 
posant le système), dans un autre état présentant les mêmes valeurs 
des paramètres intérieurs. Par définition, l’entropie de cet état hors 
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d'équilibre est égale à l’entropic de l’état d'équilibre (l’état d’équi- 
libre résultant de la présence d'un champ de forces supplémentaire) 
présentant les mêmes valeurs des paramètres intérieurs considérés. 

En présence d'un champ de forces supplémentaire, le système 
se trouve caractérisé non seulement par les paramètres extérieurs 
dj, «+. ., an qui déterminent son état en l'absence de champ, mais 
encore par les paramètres extérieurs z,, ..., zn qui déterminent 
l'intensité de ce champ. (Dans l'exemple cité d'un gaz de densité 
non uniforme, ce paramètre extérieur serait l'intensité x — g du champ 
de pesanteur.) La variation d’entropie accompagnant les transfor- 
mations quasi statiques réalisées en présence d'un champ supplé- 
mentaire vérifie l'équation 


T dS = dE* + D À, da; + D E, dr. (3.4) 


Ici £* est l'énergie du système en présence du champ supplémentaire, 
autrement dit l'énergie potentielle de ce champ est incluse dans £* ; 
E, sont les « forces extérieures généralisées » correspondant aux para- 
mètres extérieurs x. Les £, sont des paramètres intérieurs (de même 
que la pression est un paramètre intérieur lorsque le volume est 
considéré comme un paramètre extérieur) qui caractérisent l’état 
du système. Dans l'exemple cité plus haut, la « force extérieure 
généralisée » correspondant à l'intensité du champ de pesanteur, 
est égale à —m£, où E est la coordonnée verticale du centre de masse 
du gaz et m la masse du gaz. En effet, le travail fourni lors de l’ap- 
plication du champ de pesanteur g peut s’écrire sous la forme —m£ deg. 
La coordonnée du centre de masse E est une fonction des coordonnées 
des molécules du gaz, c’est donc un paramètre intérieur caractérisant 
l'état considéré. 

L'état hors d'équilibre existant en l'absence de tout champ sup- 
plémentaire est caractérisé par les mêmes valeurs de E; (et par les 
mêmes a,), mais son énergie Æ diffère de l’énergie E* de la valeur 


— D xz1Er de l'énergie potentielle (on suppose qu'en l'absence de 
champ tous les x, deviennent nuls). Par conséquent, l'énergie de 
l’état hors d'équilibre est égale à 


E = E* + D sptr. (3.5) 


La quantité ÿ zrEr est égale au travail produit lorsqu'on branche 
le champ assez rapidement pour que les valeurs de E, n'aient pas 
le temps de varier lorsque x, passe de zéro à la valeur prévue. Par 
définition, l’entropie de cet état hors d'équilibre est égale à l’en- 
tropie S de l’état qui s'établit en présence du champ supplémentaire. 
Si on l’exprime en fonction de l'énergie Æ, des paramètres intérieurs 
E, et des paramètres extérieurs a;, selon (3.4) et (3.5) S (E£. a;. £,) 
doit vérifier l'équation 


T dS -- dE + Ÿ À, da; — Ÿ x, dty, (3.6) 
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qui est valable pour les transitions entre des états d'équilibre. i.e. 
pour des transformations irréversibles liées à une variation des 
paramètres intérieurs E,. On doit remarquer que les forces extérieures 
généralisées À, dépendent non seulement de l'énergie Æ et des para- 
mètres extérieurs a,, mais aussi des paramètres intérieurs E,: Îles 
paramètres x, sont aussi des fonctions de ces quantités [on déduit 
de (3.6) que Ty — —T 9S (E, a;;, EL/OEn). 

Considérons un autre exemple de réalisation quasi statique d’un 
état hors d'équilibre. Soit un diélectrique. En l’absence de champ 
électrique extérieur, à l'équilibre le moment électrique d'un bloc 
de diélectrique est égal à zéro (on suppose qu'il s’agit d’un diélectrique 
ordinaire dénué de propriétés piézoélectriques). L'état caractérisé 
par un moment électrique Af différent de zéro sera un état hors 
d'équilibre (on notera que Àf est un paramètre intérieur). Cet état 
avec À différent de zéro peut être réalisé par une transformation 
quasi statique en appliquant un champ électrique. La valeur de 
l'intensité 6 du champ électrique régnant dans le diélectrique peut 
être assimilée au paramètre extérieur x. M sera alors proportionnel 
à € correspondant, qui joue ici le rôle de « force extérieure géné- 
ralisée », puisque le produit A7 d € est égal au travail. Par définition. 
l’entropie des états de mème moment électrique, l’un en l'absence 
du champ &, et l’autre avec champ, est la même. Les énergies de 
l'unité de volume du diélectrique pris dans ces deux états diffèrent 
l’une de l’autre de l'énergie du moment Af dans le champ €. ï.e. 
de la quantité A6. 

Ün cas important de systèmes hors d'équilibre est celui des 
mélanges de substances susceptibles de réagir chimiquement Îles 
unes avec les autres tant qu'elles ne se trouvent pas en équilibre 
chimique. Quoiqu’en principe on pourrait déterminer l'entropie de 
ces systèmes en introduisant entre les atomes un champ auxiliaire, 
on procède de façon différente (celte question fait l’objet du 
$ 48). 

Notons que la mise en œuvre des méthodes de la thermodynamique 
statistique permet de démontrer que la définition de l’entropie donnée 
plus haut s'applique à un état arbitraire hors d'équilibre. 

Etudions maintenant le cas des systèmes qui ne sont pas thermi- 
quement homogènes, i.e. lorsque leurs différentes parties ont des 
températures différentes. On supposera que le système considéré 
peut être divisé en un certain nombre (à la limite, en un nombre 
infini) de parties thermiquement homogènes. On définira l'entropie 
d'un tel système par la somme des entropies de ses parties thermiquement 
homogènes. On notera expressément qu'à l'instar de la définition de 
l’entropie d’un système de corps à l’état d'équilibre en tant que 
somme des entropies de ses parties, la définition ci-dessus n'est 
valable que si l'énergie du système est égale à la somme des énergies 
de ses parties. 


106 ÊÉTATS HORS D'ÉQUILIBRE. CONDITIONS D'ÉQUILIBRE (CH. 3 


On aboutira à cette définition si on définira l'entropie d'un 
système thermiquement non homogène par l'égalité 


ds = 3 7 {dEr+ 2 Ann dan}. (3.7) 


Cette égalité se rapporte à une transition quasi statique dans un état 
hors d'équilibre d’un système dont les parties ont des températures 
Th différentes, dont les énergies sont égales à Æ, et qui fournissent 


un travail égal à D Apr dan,. Pour que cette transition quasi statique 
k 


dans un état où les parties du système auraient des températures 
différentes devienne possible, on doit disposer dcs parois adiabatiques 
entre les parties thermiquement homogènes du système. Ce sont 
ces parois adiabatiques qui rendent possible le passage quasi sta- 
tique dans un état thermiquement non homogène. Ces parois jouent 
ici le même rôle que le champ extérieur dont il a été question plus 
haut. 


$ 30. Définition de l'énergie libre d’un état hors d’ re 


Avant donné une définition de l'entropie d'un système se trou- 
vant à l'état hors d'équilibre, on peut définir son énergie libre W 
à l’aide de la même expression que celle qu'on utilise pour les états 
d'équilibre. Par définition, pour un système thermiquement homo- 
gène 

YW—=E—TS. (3.8) 


Pour un système thermiquement non homogène, l'énergie libre 
est égale à la somme des énergies libres des parties thermiquement 
homogènes du système. La différence des énergies libres de deux 
états hors d’équilibre est égale au travail qu’il faut fournir pour 
faire passer le système d’un état dans l’autre par une transformation 
quasi statique et isotherme (telle qu’elle a été décrite à la page 103) 
que l’on réalise à l’aide d’un champ de forces extérieures (en tenant 
compte du travail de branchement de ce champ, travail égal à l’éner- 
gie potentielle de ce champ). En effet, en présence de forces exté- 
rieures, l'énergie libre Y* — Æ£* — TS doit vérifier (puisqu'il s’agit 
qune Aranstormation quasi statique) l'équation suivante dédaite 
de (3.4): 


dY*x = —S àT — D A, da, — D E, dus. (3.9) 
La différence des valeurs de l’énergie libre pour deux états est égale 


au travail fourni lors du passage isotherme quasi statique entre ces 
états. 
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L'énergie libre d’un état hors-d’équilibre, égale à 


Y=E-TS=E+7 nb —TS=V+2 rit, (3.10) 


se déduit de W* en retranchant le travail fourni par le système lors 
de l'application du champ de forces; ce travail est égal à l'énergie 


potentielle de ce champ I = — À r,E3. 11 résulte de (3.9) et (3.10) 
k 


que l'énergie libre de n'importe quelle transformation (irréversible 
ou réversible), caractérisée par les paramètres intérieurs E,, doit 
vérifier l'équation 
dY(T, a, Ex) = —S dT — DA; da; + Dizx dE, (8.11) 
k 


où S, À, x, sont des fonctions de T, a;, Ey. 


$ 31. Variation d’entropie dans les transformations irréversibles 


On démontrera le théorème fondamental concernant des trans- 
formations adiabatiques arbitraires. L'entropie du système croît dans 
toutes les transformations adiabatiques (ou tout au moins ne change 
pas). On peut considérer les transformations réversibles comme un 
cas limite des transformations irréversibles. Le théorème qui a été 
démontré au $ 28 est un cas particulier de ce théorème général. Pour 
démontrer ce dernier théorème, on peut généraliser les raisonne- 
ments développés au $ 28 en y introduisant les états hors d'équilibre 
par le procédé indiqué au $ 29. 

Posons que le système est thermiquement homogène et qu'il 
se trouvait initialement dans un état qu'on admettra être hors 
d'équilibre, caractérisé par des valeurs déterminées de l'énergie EU) 
et des paramètres extérieurs et intérieurs aj!°, Ef”; dans cet état, 
l’entropie est égale à SU) — S (EU), af. El). Le système étant 
adiabatiquement isolé, on modifie les paramètres extérieurs 4; ; 
le système est alors le siège de transformations irréversibles et il 
passe dans un autre état également hors d'équilibre, caractérisé 
par les valeurs EC), af”, Eÿ et l'entropie S® — S (EU), aÿ”, Ex). 
A cet instant, on fait agir un champ supplémentaire, caractérisé 
par des grandeurs xx’; sous l’action de ce champ, les valeurs des 
paramètres intérieurs EX” deviennent alors des valeurs d'équilibre 
correspondant à ce champ. Après cela, le système se trouve dans un 
état d'équilibre ; conformément à la définition de l’entropie, donnée 
au $ 29. celle-ci conserve sa valeur S(), les a; et les E, conservent 
leurs valeurs af” et Ef”, tandis que l'énergie £*( différera de Æ® 
de la valeur de l'énergie potentielle du champ de forces, qui est 
égale à II = — D rt, de sorte que £* = EU) — S re, 
Le champ doit être appliqué « instantanément », ou plus exactement 
le temps de son branchement üoit être petit devant le temps au cours 
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duquel les paramètres Ef* varient lors de l’évolution de la transfor- 
mation irréversible, i.e. au cours du temps de variation de r, de zéro 
à x}? les paramètres E, doivent conserver la valeur £?. Dans ce cas, le 
travail fourni par le système lors de l'application du champ sera 
produit à E, constants et sera égal à D rtf. 

Le système se trouvant à l'équilibre, on fait varier de façon 
adiabatique et quasi statique les grandeurs a; et x}, ce qui fait passer 
le système dans l’état caractérisé par les valeurs a; — a et rx; — 
— x} qui sont telles que les valeurs initiales SU deviennent des 
valeurs d'équilibre. Pendant cette transformation ‘adiabatique quasi 
statique, l'entropie du système ne varie pas et reste égale à SC). 
Enfin, on supprime « instantanément » (dans le même sens que plus 
haut) le champ de forces, et comme le système fournit alors du travail, 
il se trouvera dans un état hors d'équilibre dans lequel les valeurs de 
a;, Er seront les mêmes qu'initialement (a4, EU. Notons EF 
l'énergie de cet état dont l’entropie est, par définition, égale à 
SE) = S (E8), af), E0). 

Le travail qui aura été fourni par le système au cours de toutes 
ces transformalions adiabatiques est égal à 


W = E0) — E ®, (3.12) 


Le perpetuum mobile de seconde espèce étant irréalisable, ce travail 
ne peut être positif, i.e. £® => £U), et comme (9S/0E) = 1/T > 0, 
on en déduit que 


SMS (ES, a}, EN) > S(EW, dÿ, E)=S, (3.13) 


1.0. 


S® > Su), (3.14) 


ce qui démontre notre théorème. 

En tenant compte de (3.6), la variation d’entropie accompagnant 
une transformation adiabatique pour laquelle dQ = dE + Ÿ A, da, = 
— 0, peut s’écrire sous la forme 


2 (Se). a En. 


Dénotons par d£./dt les dérivées des paramètres intérieurs par rap- 
port au temps. Ces dérivées sont des fonctions de tous les £', E,, ai. 
Comme l'entropie ne peut pas diminuer dans les transformations 
adiabatiques. on obtient 


0S 4 
2 ( )e Ce 20. (3.15) 
k 


Ce résultat peut être étendu aux systèmes thermiquement non 
homogènes (systèmes dont les parties ont des températures diffé- 
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rentes) que l’on peut cependant diviser en parties thermiquement 
homogènes (même si ces parties sont infiniment petites). Dans ces 
conditions, quelle que soit la transformation adiabatique, l’entropie 
du système égale par définition (p. 405) à la somme des entropies de 
ses parties, doit augmenter, ou à la rigueur, rester inchangée. Déno- 
tons respectivement par d;n, Enhs Ehs 9Shns Tr leS paramètres exté- 
rieurs et intérieurs, l'énergie, l'entropie et la température d'une 
partie thermiquement homogène du système. On a alors 


1 d 
ds, =. {dE, + 2 Ah: dant) + (dSy)r, a = - + (dS;)r, a. (3.16) 


La quantité de chaleur dQ, reçue par la k-ième partie du système 
peut ètre représentée par 


dQh = 2 dQnr. (3.17) 


où dQ;, est la quantité de chaleur que la h-ième partie reçoit de la 
l-ième partie du système. I] est alors évident que 


dQnr = —dQin. (3.18) 
La variation d'entropie du système tout entier est 
d 
dS = > dS, = D FL + 2 CONTRE (3.19) 
L il l 


compte tenu de (3.18), on peut récrire (3.19} comme suit : 
1 1 1 
dS=— 3 dQui | mm) +2 (dS y}r, a. (3.20) 


Or (dS»)r.a > 0. La première somme est également positive (ou 
égale à zéro), vu que dQ,, a le mème signe que la différence 1/T, — 
— 1/T;, puisque la chaleur passe du corps chaud au corps froid. 
Par conséquent 


dS > 0. (3.21) 


$ 32. Variation de l'énergie libre dans les 
transformations irréversibles 


Dans les transformations isothermes irréversibles évoluant sans pro- 
duction de travail, l'énergie libre du système décraît (ou reste inchangée). 
Ce théorème concernant Île signe de la variation de l'énergie libre 
dans les transformations irréversibles peut être démontré à l’aide 
de raisonnements analogues à ceux du paragraphe précédent. 

Posons qu'au début le système se trouvait dans l’état 1 (d’une 
manière générale, c’est un état hors d'équilibre) et que les paramètres 
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extérieurs et intérieurs étaient a(?), ES). La température a la valeur T 
(on considère un système thermiquement homogène) et est maintenue 
constante dans toutes les transformations envisagées en plaçant le 
système dans un thermostat. Supposons que le système passe ensuite 


dans un état 2 (aŸ, t@)) également hors d'équilibre. Au cours de cette 
transformation, les paramètres extérieurs ont pu être modifiés 
jusqu'aux valeurs ad®), mais telles que le travail accompli a été 


nul. Par suite des transformations irréversibles évoluant dans le 
système, les paramètres intérieurs ont varié jusqu'aux valeurs ge) 
On fait agir alors un champ de forces auxiliaire tel que les valeurs £(2) 
des paramètres intérieurs deviennent des valeurs d'équilibre. Ensuite 
on fait varier, de façon quasi statique, les paramètres extérieurs a, 
jusqu’à ce qu'ils reprennent les valeurs a{', tandis que les paramètres 
zx; caractérisant le champ de forces auxiliaire varient jusqu'aux 
valeurs x; = 241 qui sont telles que l’état 1 devient un état d’équi- 
libre. Cette dernière transformation s'accompagne de la production 
d’un travail. Ensuite, on supprime le champ de forces auxiliaire 
et le système se retrouve dans l’état 1. Ainsi le système a parcouru 
un cycle isotherme; le travail produit au cours de ce cycle ne peut 
être positif puisque le perpetuum mobile de seconde espèce est 
irréalisable. Ce travail est égal à la somme des travaux suivants: 
travail produit lors de l'application du champ de forces } 29,0). 
travail produit au cours de la transformation quasi statique 
#6) — Y#(4) et travail produit lors de la suppression du champ 
auxiliaire — » Eçn,41 . 

W = ac pet + 3) (02202 EDS) = pe yo < 0, (3.29 

k 


soit 
YU) YU), (3.23) 
et c’est ce qu'il fallait démontrer. 
On en déduit, comme au $ 30, l'inégalité 


(À 4 d£ 
> OËr }r. Mr Ta < 0. (3-24) 


$ 33. Conditions d'équilibre d’un système 


*« 


Les théorèmes relatifs à l’accroissement d’entropie dans les 
transformations adiabatiques irréversibles et à la diminution de 
l'énergie libre dans les transformations isothermes évoluant sans 
production de travail permettent de formuler les conditions d'équilibre 
d'un système. Pour pouvoir formuler ces conditions, il faut connaître 
l'expression de l'énergie libre (ou de l’entropie) des états hors d’équi- 
libre. 
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Considérons un système dont les paramètres extérieurs a; et 
l'énergie Æ sont donnés (système adiabatiquement isolé). Dans ce 
cas, la condition d'équilibre est que l’entropie S (Æ, a;, E,) du système 
soit maximale pour les paramètres intérieurs Ë, correspondant à 
l'équilibre et pour Æ et a; donnés. Cette condition d'équilibre du 
système (pour les transformations liées à la variation des paramètres 
E, considérés) est suffisante par suite de l'inégalité (3.15). En effet, 
si pour des valeurs données de E et a; et pour des valeurs déterminées 
de E, — EX l’entropie était maximale, n'importe quelle variation de 
t, donnerait lieu à une diminution d’entropie, ce qui est impossible 
en vertu de la propriété de l’entropie de croître, ou tout au moins de 
rester constante dans les transformations adiabatiques. 

Par conséquent, la condition d'équilibre s'exprime par 


S'(E, a, Ex) = max, (3.25) 
à condition que E = const, a; — const, et seuls les paramètres 


intérieurs £, varient. Il est clair que ces conditions d'équilibre 
seront satisfaites si 


Cet i=1,...,n, (3.26) 
(dS)p, «,—= Ze GExdEx _ dér dE << 0. (3.27) 


On admet alors que les Daramètres E, sont indépendants, i.e. ne 
sont liés entre eux par aucune équation. 

Si la seconde différentielle (dS)£,,, est positive, il n'y aura 
pas d'équilibre (on dit parfois que l’équilibre serait alors instable, 
mais ce n’est pas à recommander). Si la seconde différentielle peut 
s’annuler, on devra se livrer à une étude des différentielles supérieures. 

Si la température et les paramètres extérieurs a; sont fixés (système 
placé dans un thermostat), l'équilibre sera assuré si l'énergie libre 
Ÿ (T, a;, Er) du système est minimale. Cette condition d'équilibre 
est suffisante puisque, Ÿ étant minimal, une tranfsormation iso- 
therme ne produisant aucun travail est impossible. 

La condition d'équilibre s'écrit donc 


Y (T,, &}; En) = min, (3.28) 


à condition que 7 = const, a; = const et seuls varient les para- 


mètres intérieurs Ez. 
De même que dans la formulation des conditions d'équilibre 
fondée sur l’entropie, dans le cas présent l'équilibre sera réalisé si 


( + de = 0 (3.29) 
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et 
(EŸ)r, a, > 0. (3.30) 


Suivant le choix des paramètres extérieurs, l'énergie libre W 
figurant dans ces conditions d'équilibre possède, conformément au 
$ 27. des valeurs différentes. Dans le cas particulier où le paramètre 
extérieur est le volume Ÿ, Ÿ sera l'énergie libre dans le sens restreint 
du terme, i.e. la fonction F (cf. $ 27). Si c’est la pression p qui est 
le paramètre extérieur, Ÿ est le potentiel thermodynamique D. 

Il faut savoir si les conditions (3.25) et (3.28) sont non seule- 
ment suffisantes mais aussi nécessaires pour qu’un système soit en 
équilibre. Précisons à ce propos que si l'inégalité (3.15) ou (3.24) 
est vérifiée pour une transformation hypothétique, cela ne signifie 
nullement que cette transformation soit effectivement réalisable. 
Rien ne prouve l’unicité de ces conditions pour qu’une transformation 
soit possible. 

[Il existe, par exemple, des réactions chimiques qui sont thermo- 
dynamiquement possibles dans certaines conditions (l'énergie libre 
des systèmes décroît), mais en fait ces réactions ne se produisent 
qu'en présence de catalyseurs (autres exemples: forme extérieure 
d'équilibre des cristaux, désaimantation d'un échantillon de fer). 
Les conditions thermodynamiques de l'équilibre ne sont des con- 
ditions nécessaires que lorsque sont assurées toutes les autres con- 
ditions rendant possible l'évolution des transformations menant à 
l'équilibre. 

L'’entropie peut avoir plusieurs maximums au lieu d'un seul 
(l'énergie libre peut. avoir de même plusieurs minimums) et le système 
pourra avoir alors plusieurs états d'équilibre. L'état d'équilibre 
auquel correspond le plus grand maximum de l’entropie (le minimum 
le plus profond de l'énergie libre) est dit état d'équilibre stable; les 
autres états d'équilibre sont dits métastables; dans certaines con- 
ditions, le système peut passer de ces états métastables à l'état 
stable. 


Problèmes 
Démontrer que pour tout paramètre intérieur £ on a l'égalité 
r (SE. a, ») | OY (T, a. E) ) 
Ôë E,a Oë T,a° 


Solution. Partant de la formule (3.8), Ÿ = E — TS, on obtient 
(en posant a = const) 


(Æ) at ( 7 Q7=dE—S aT—T F) a GET (Es a" 


Les termes contenant dE s’éliminent en vertu de (3.6) et les termes contenant d7 
s'éliminent en vertu de (3.11), et on obtient l'égalité indiquée. 
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$ 34. Quelques précisions concernant l'interprétation 
physique des lois de la thermodynamique 


Nous connaissons maintenant les énoncés des principales pro- 
positions de la thermodynamique concernant aussi bien l'équilibre 
thermodynamique ($$ 6, 7, 8, 17 et 18) que les transformations 
menant à l'équilibre ($$ 31, 32, 33). Quoique le sens physique de 
ces propositions soit révélé de façon plus précise par la thermodyna- 
mique statistique, il convient d'esquisser ici cette question. 

On avait déjà indiqué à la fin du $ 6 ce que représentait l'équilibre 
thermodynamique, compte tenu de l'existence des fluctuations 
résultant du mouvement d'agitation thermique des molécules et 
des autres particules constituant les corps. L'état d'équilibre thermo- 
dynamique d’un système est un état moyen d'un système fermé, 
observé pendant une durée très longue dans des conditions extérieures 
données. La majeure partie de cette durée le système se trouve à 
proximité de cet état d'équilibre. 

Il importe de souligner que les lois de la thermodynamique expo- 
sées aux $$ 17 et 18 restent parfaitement valables en thermodyna- 
mique statistique, i.e. lorsqu'on tient compte des fluctuations 
(vu qu'on envisage des systèmes composés d’un très grand nombre 
de particules). On doit seulement bien se rappeler que ces lois établis- 
sent des relations entre les valeurs moyennes des paramètres intérieurs 
figurant dans les expressions de ces lois, par exemple, la valeur 
moyenne de la pression d’un gaz, la valeur moyenne de la force 
électromotrice d’une pile, etc. 

D'autre part, on n'arrive pas à délimiter nettement les « phéno- 
mènes régis par la thermodynamique phénoménologique » des 
« phénomènes de fluctuation ». Par exemple, on a étudié aux $ 25 et 
26 le rayonnement thermique en se plaçant au point de vue de la 
thermodynamique phénoménologique, et on avait caractérisé l’état 
de ce rayonnement comme on le fait en optique, i.e. par son intensité 
et son énergie. Conformément à ce qui vient d’être dit, les lois de 
Kirchhoff et de Stefan-Boltzmann ($$ 25, 26), ainsi que la formule 
de Planck qui y a été mentionnée, se rapportent aux valeurs moyennes 
de l'intensité et de l'énergie des rayonnements. Or tout système 
physique comporte un rayonnement, autrement dit un champ électro- 
magnétique de fréquences optiques et de fréquences radioélectriques 
plus basses. La présence de rayonne...ents de la gamme des fréquences 
radioélectriques se manifeste dans l’existence de phénomènes que 
l'on appelle usuellement « fluctuations thermiques du courant » et 
« forces électromotrices de bruit thermique (ou de fluctuation) ». 
On les étudie généralement comme des phénomènes de fluctuation 
et leur étude théorique se fonde sur les méthodes de la physique 
statistique. Cette dernière approche résulte non pas de ce que la 
nature des phénomènes de fréquences optiques soit différente de celle 
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des phénomènes des fréquences radio, mais uniquement de ce que, 
dans ces deux gammes de fréquences, on attache de l’importance à 
des grandeurs physiques différentes. 

Conformément aux possibilités expérimentales, dans la gamme 
des fréquences radio on étudie les courants circulant dans les con- 
ducteurs, la différence de potentiel aux bornes des capacités et 
les autres grandeurs qui dépendent linéairement des vecteurs du 
champ électromagnétique. À l'équilibre thermique, les valeurs moyen- 
nes de ces grandeurs sont nulles et les écarts par rapport à ces valeurs 
moyennes nulles doivent être considérés comme des fluctuations que 
l'on évalue par le carré moyen de l’intensité de courant ou de la 
différence de potentiel, ces fluctuations étant liées au carré moyen 
des vecteurs du champ électromagnétique. Dans le cas de l'approche 
« optique », ce qui compte dès le début, c’est l’énergie moyenne ou 
l'intensité moyenne du champ qui, dépendant quadratiquement des 
vecteurs du champ électromagnétique, sont différentes de zéro même 
à l'équilibre thermique. 

Cet exemple montre bien qu'on ne peut diviser dogmatiquement 
les phénomènes en phénomènes « régis par la thermodynamique phé- 
noménologique » et en « phénomènes de fluctuation ». L'approche 
plus générale de la thermodynamique statistique montre qu'une 
telle division résulte de la position du problème et non pas de la 
nature des phénomènes. 

Les propositions relatives à l’accroissement d'entropie dans les 
transformations adiabatiques irréversibles ($ 31) et celles concernant 
Ja diminution de l’énergie libre restent valables en thermodynamique 
statistique, à cela près qu’elles sont vérifiées en moyenne pour un 
grand nombre de systèmes se trouvant dans des conditions identiques. 

On notera encore que tous les énoncés qui ont été présentés (no- 
tamment ceux concernant les propriétés de l'équilibre thermodyna- 
mique ($ 6)) se rapportent aux systèmes bornés. Il est donc impossible 
de les étendre, sans autre forme de procès, à l'Univers tout entier. 
L'extrapolation injustifiée de la proposition fondamentale que tout 
système borné évolue au cours du temps vers un état d'équilibre, 
interprétée d’ailleurs sans tenir compte des fluctuations, a donné lieu 
à des conclusions concernant la mort thermique de l'Univers. Ces 
conclusions sont le résultat de l'application directe à l'Univers de 
cette seule proposition, sans recours aucun à des formulations mathé- 
matiques de la thermodynamique concernant l’entropie. On laissera 
cependant de côté le problème ardu de la thermodynamique de 
l'Univers, non seulement parce que cette question doit être traitée 
dans le cadre de la thermodynamique statistique, mais encore parce 
que ce problème ne peut être posé sans une étude préalable du pro- 
blème cosmologique général, i.e. du problème de la structure et de 
l'évolution de l'Univers tout entier. 
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Problème *) 


Utiliser les équations de la thermodynamique pour trouver la dépendance 
du carré moyen des fluctuations de la charge électrique sur le condensateur avec 
la capacité du condensateur et la température. 

Solution. Considérons un condensateur à air plan fermé par un con- 
ducteur. A l'équilibre, la charge électrique moyenne sur ses armatures est évi- 
demment nulle. Néanmoins, par suite des fluctuations, il y aura à tout instant 
des écarts par rapport à cette valeur moyenne. Si le produit de la capacité par 
la résistance fermant le condensateur est grand, les phénomènes évoluant dans 
le condensateur seront quasi stationnaires du point de vue électrodynamique, 
de sorte que chaque fois qu'une charge e apparaîtra sur l’une des armatures, 
une charge —e apparaîtra sur l’autre. Le carré moyen de cette charge fluctuante 
e sera différent de zéro. 

Le travail d'écartement de dx des armatures d’un condensateur plan est 
égal au produit de dx par la force d'attraction mutuelle des armatures, i.e. 
—D?S/8x (D — induction électrique, S — aire d'une armature), de sorte que 


D3S 
ST 


Comme la charge portée par une armature est égale à e — DS/4x et la capacité 
C = S/4nx (x — écartement des armatures), on obtient 


aW = (e2/2C2) dC. (a) 


Conformément à ce qui a été dit plus haut (p. 113), on caractérise les fluc- 
tuations par la valeur moyenne de e?, de sorte que 


aW — +(e3/2C2) dc. 


L'énergie E du système se compose de son énergie interne U = U (7) qui dépend 
de la température (on ne tient pas compte de sa variation en fonction du volume 
massique, car on négligera la variation de ce dernier) et de l'énergie du champ 


dans le condensateur égale à e2/2C : 

E = U (T) + e/2C. (b) 
De toute évidence, la capacité C joue ici le rôle de paramètre extérieur. Pour 
simplifier les calculs, on remplacera C par un autre paramètre extérieur: a = 
— —4{/2C. En notant e% — 4, on aura à la place de (a) 


dW = À da, (c) 


dW = — dz. 


ce qui montre que ei — A4 joue le rôle de force extérieure généralisée correspon- 
dant au paramètre a. La formule (b) s’écrit maintenant 


E = U(T) — Aa. (a) 
En appliquant l'équation (2.66) il vient 


(+ ),+4= T (+). ’ 


et en utilisant la formule (d) on trouve pour À — À (a, T) une équation aux 
dérivées partielles 


*) Ce problème a été conçu par G.S. Gorélik pour illustrer l'application 
de la thermodynamique phénoménologique aux fluctuations. 


ge 
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On trouve aisément sa solution générale en utilisant les méthodes générales de 

résolution des équations aux dérivées partielles d'ordre un (ou plus simplement 

en effectuant un changement de variables: Ë — a/T, n = aT); elle est de la 
orme 


A = fi (a, T), 


où 1 (a/T) est une fonction arbitraire (voir problème 1 du $ 23). En passant aux 
variables e? et C et en notant f la nouvelle fonction arbitraire, on trouve 


ë = f (TC). (e) 


Ainsi la thermodynamique montre que e* est fonction du produit 7C. La forme 
de la fonction f n'est pas explicitée. La thermodynamique statistique donne la 
forme explicite de cette fonction, à savoir: 


f (TC) = KTC, 
où 4 — 1,38-10-19 erg/K est la constante de Boltzmann {[9]. 


$ 35. Notion de phase. Condition de stabilité 
d’un système monophasé 


En thermodynamique, on appelle phase tout système homogène, 
i.ce. un corps dont les propriétés physiques sont les mêmes dans tous 
les points. Tels sont, par exemple, un gaz contenu dans un récipient 
ou un corps monocristallin. Les variétés allotropiques d’un même 
corps appartiennent à des phases différentes. Lorsqu'un système 
(gazeux, liquide) se trouve soumis à l’action d’un champ de forces 
extérieures, par exemple à l’action d'un champ de pesanteur cons- 
tant, ses propriétés physiques, la densité par exemple, varient avec 
l'altitude. On peut alors diviser le système en couches horizontales 
très minces dont chacune peut étre considérée comme homogène et 
assimilée à une phase. Une phase peut comporter plusieurs consti- 
tuants (mélange de gaz, solutions liquides et solides). 

Soit un système ne comportant qu'une seule phase homogène 
(gazeuse, liquide ou cristalline). Posons qu'aucune réaction chimique 
ne peut s’y produire et qu'il n’y a aucun champ de forces extérieures. 
Appliquons à ce système les conditions d'équilibre afin de déterminer 
les conditions d’un état d'équilibre stable. En qualité de paramètre 
extérieur, choisissons la pression. fixons la température et considé- 
rons le volume massique v comme un paramètre intérieur. 

Pour pouvoir établir les conditions d'équilibre, il faut d’abord 
trouver l’expression de l’énergic libre du système (dans le cas envi- 
sagé, la pression ayant été choisie pour paramètre extérieur, il s’agit 
du potentiel thermodynamique) à l’état hors d'équilibre en fonction 
de p, T et du paramètre intérieur v. Conformément à la méthode 
générale ($ 30), à l’aide des forces auxiliaires on doit faire passer 
le système, par une transformation isotherme quasi statique, dans 
l'état caractérisé par une valeur donnée du paramètre intérieur, puis 
supprimer instantanément les forces extérieures et déterminer le 
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travail produit, qui représentera la différence des énergies libres. 
Dans le cas considéré, en qualité de force extérieure auxiliaire en 
présence de laquelle le système sera en équilibre pour une valeur 
donnée du volume massique v, on peut choisir une pression extérieure 
supplémentaire de valeur convenable que l’on dénotera par P (v). 

Le travail que fournit le système lorsqu'on fait croître la pres- 
sion dans des conditions isothermes et quasi statiques, depuis la 
valeur initiale choisie jusqu’à la valeur P (v), est dû non seulement 
à la variation de l'énergie libre de notre phase, mais aussi à la 
variation de l'énergie potentielle de la charge utilisée pour produire 
la pression nécessaire. Par suite, ce travail est égal à la différence 
des valeurs du potentiel thermodynamique F + pV à l'état initial 
et à l’état final. En notant f (v, T) l'énergie libre massique (dans 
le sens restreint du terme) de notre phase et m sa masse, on peut 
représenter ce travail par l'expression 


m {f(@, T) + P (v)v — fo — Povo}; (3.31) 


où ®, = m (fo + Po) est le potentiel thermodynamique de l’état 
initial. Le travail produit par le système lors de la suppression 
instantanée de la charge supplémentaire (on entend par suppression 
instantanée une suppression assez rapide pour que le volume du 
système n’ait pas le temps de varier) est égal à 


m (P (v) — p) v. (3.32) 


En soustrayant l'expression (3.32) de (3.31) on trouve la diffé- 
rence des énergies libres (des potentiels thermodynamiques) d’un 
état d'équilibre initial arbitraire ®, et d’un état hors d'équilibre 
(p, T, v). En dénotant rar ® (p, T,c) le potentiel thermodynamique, 
il vient 


D(p, T,v) = mlf(v, T) + pol. (3.33) 


On peut exprimer la masse m de substance en moles ou en grammes; 
Î(T, v) est l’énergie libre massique, de sorte que F = fm; le volume 
de la phase est V = mv. On sait qu’à l'état d’équilibre correspond 
un minimum du potentiel therm’ uynamique si on fait varier unique- 
ment les paramètres intérieurs (dans notre cas v), p et T restant cons- 
tants. Afin que ® = mo (où ® = œp (p, T,cv) = f (v, T) + pruest le 
potentiel thermodynamique massique) soit minimal, il faut tout 
d’abord que (ôœw/ôv),, r soit égal à zéro, i.e. 


ô@ of 
(5). = gr +p=0. (3.34) 


On en déduit une relation déjà connue 
p —= —0f/ôv, 
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qui définit l'équation d'état. L’annulation de la dérivée premiére 
ôq/ôv ne suffit pas à définir un minimum. Il faut étudier le signe 
de la dérivée seconde. Si elle est positive, on aura le minimum de 
et l'équilibre sera stable. La dérivée seconde est égale à 


83 __ &f _ ëp 
(5 },. D BTE — y (3.85) 
et si 
PB <0, (3.36) 


i.e. si la pression diminue à mesure que le volume augmente, l'état 
d'équilibre sera stable. 

Lorsque ôp/ôv > 0, @ présente un maximum et l'équilibre sera 
instable. Les états de ce type ne peuvent pas exister en tant qu'états 
d'équilibre. 

Le cas où 6p/ôv = 0 nécessite une étude spéciale. 


$ 36. Les transformations de phase 


On appelle transformations de phase tout passage d’une substance 
d'un état à un autre: de l’état solide à l’état liquide, de l’état liquide 
à l’état gazeux, d’une variété cristalline à une autre; on doit envisa- 
ger aussi des transformations telles que le passage de l’état ferro- 
magnétique à l’état paramagnétique ou le passage de certains métaux 
à l’état supraconducteur. La mise en œuvre de la thermodynamique 
permet d'établir une classification des transitions de phase, ainsi 
que plusieurs relations générales correspondantes. 

Examinons l'équilibre d’un système comportant deux phases 
pouvant se transformer l’une dans l’autre. L’état du système est 
déterminé par la pression p et la température T, ainsi que par trois 
paramètres intérieurs indépendants: les volumes massiques v, et v, 
de la première et de la seconde phase, et par la masse m, de la pre- 
mière phase (la masse de la seconde phase m, — m — m,, où m est 
la masse totale donnée des deux phases). 

Démontrons d’abord que les conditions d'équilibre sont précisé- 
ment l'égalité des pressions p, et p, dans les deux phases en contact 
mutuel (cette condition est nécessaire pour que l'équilibre mécanique 
du système soit assuré ; on se rapportera au $ 42 au sujet des limites 
de validité de cette condition): 


P1 = P2 = P: (3.37) 


et, deuxièmement, l'égalité des potentiels thermodynamiques massiques 
, et p, des deux phases: 


1 EP, T) = pp, T). (3.38) 
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Pour établir ces conditions d'équilibre. on peut utiliser la con- 
dition du minimum du potentiel thermodynamique de notre système 
biphasé. On peut écrire ce potentiel thermodynamique ® (p, T'; 
Us Vo. M) en Se fondant sur des considérations en tout point analo- 
eues à celles qui ont été invoquées au paragraphe précédent pour 
trouver O d'un système monophasé. 

A l'état d'équilibre, la pression dans la première phase est la 
pression d'équilibre correspondant au volume massique v, (on la 
notera P, (v,)) et dans la seconde phase, la pression d’équilibre 
P, (v.) correspondant au volume massique v,. Le potentiel thermo- 
dynamique du système biphasé est alors égal à la somme des poten- 
tiels thermodynamiques de ses phases: 


mi Th (a, T) + P, (oi) 1] + ma [fo (ve, T) + Pa (ve) vel. (3.39) 


Si on fait varier « instantanément » la pression de P, (v,) à p, 
la première phase fournit un travail égal à 


mat; [Pi (01) — pl}, (3.40) 


tandis que le travail fourni par la deuxième phase lorsque la pression 
varie de P, (v,) à p est égal à 


MU [Po (v:) — pl. (3.41) 

En soustrayant de (3.39) les expressions du travail (3.40) et (3.41), 

on obtient la valeur du potentiel thermodynamique à l’état con- 
sidéré : 

D (p, Ti vi, Vos M) = ma (1 + PU) + Ma Üe + pus). (3.42) 


Pour trouver les conditions d'équilibre, on doit trouver le mini- 
mum de ® à pet T constants. Il suffit pour cela de poser égale à 
zéro la première différentielle de ©: 


dD = 0. (3.43) 
En différentiant on obtient 
dO= m (5 us + p) dus + me (5 ge z+p) dv2+ 
+ (+ pi 1) dm + (fe + pu2) dm = 0. 


En remarquant que dm, — —dm, et que v,, v,, m, sont des 
variables indépendantes, on a 
0 Ô 
= —p, EP (8.44) 
et 
fi + Pt = fa + PUe. (3.45) 


Puisque 6f,/ôv, = p, et ôf./dv, = p, les équations (3.44) sont l'ex- 
pression de l'égalité des pressions dans les deux phases: p, = p, = p. 
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L'équation (3.45) exprime l'égalité des potentiels thermodynamiques 
massiques q, = f1 + PU et Pa = fa + pr. Les masses des phases 
ne figurent pas dans les conditions d'équilibre puisqu’une variation 
de ces masses n'’affecte pas l'équilibre si leurs densités restent cons- 
tantes. 

Les relations (3.44) et (3.45) fournissent trois équations reliant 
entre elles les quatre grandeurs v,, v,, p, T. On peut éliminer entre 
elles v, et v, et écrire (3.45) sous la forme 


Pi (; T) = p2(p, T). (3.46) 


Cette condition établit une relation entre la température et la pres- 
sion caractérisant l'équilibre. En résolvant (3.46) par rapport à p 
on obtient l'équation 


p =ps(T), (3.47) 


qui est représentée dans le plan T, p par la courbe d'équilibre entre 
les deux phases. Dans le cas de la vaporisation, cette courbe est 
appelée courbe de vapeur saturante, et dans le cas de la fusion, cette 
courbe représente la dépendance de la température de fusion avec la 
pression. [L'indice s sert à indiquer qu'il s’agit de la valeur d’équi- 
libre de la pression.] 

Les transformations de phase que l’on rencontre dans la Nature 
peuvent être divisées en deux classes : les transformations de phase 
du premier et du second ordre. 

Les transitions de phase du premier ordre sont caractérisées par 
une variation par saut de l’énergie et du volume massique. C'est 
pour cela que ces transformations sont accompagnées d’une absorp- 
tion (ou d’un dégagement) de chaleur (chaleur de transition). C'est 
le cas de la fusion, de la vaporisation, de la sublimation et de nom- 
breuses transformations des formes cristallines, par exemple la 
transformation du soufre orthorhombique en soufre monoclinique. 

On appelle transitions de phase du second ordre les transitions 
dans lesquelles ni l'énergie ni le volume massique ne varient par 
saut et qui ne s’accompagnent ni d’une absorption ni d’un dégage- 
ment de chaleur: au point de transition, la capacité calorifique, 
le coefficient de dilatation thermique et la compressibilité changent 
par saut. On peut citer comme exemples de transitions du second 
ordre: le passage du fer, au point de Curie, à l’état paramagnétique, 
le passage des métaux à basse température à l’état supraconducteur, 
le passage de l’hélium I en hélium IT liquide et les différentes trans- 
formations dans les cristaux. 

Pour les transitions du premier ordre, conformément à la con- 
dition (3.38), au point de transition, le potentiel thermodynamique 
massique est continu, mais ses dérivées premières 0/0p = v et 
Og/0T = —s (s — entropie massique) varient par saut. Le saut 
d'entropie est égal au quotient de la chaleur de transition par la 
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température absolue. En effet, lors du passage d'une masse dm, 
de la première dans la seconde phase, une quantité de chaleur absorbée 
est dQ = q1: dm,, où qg,2 est la chaleur de transition de l'unité de 
masse. Or, pour toute transformation réversible (la transformation 
envisagée s'effectue sans rupture de l'équilibre, donc de façon quasi 
statique, réversible), on a dQ = T dS et dS = (s: — s,) dm.. de 
sorte que 

Que = T'(Se — S1). (3.48) 


D'autre part, la chaleur est égale au saut de l’enthalpie massique . 
En effet, la transition s’effectuant à pression constante, dQ = dH, 
d'où 

Ge = he —h = e —e + p(v: — uv), (3.49) 
où À, et h, sont les enthalpies massiques de la première et de la 
seconde phase. 

Pour les transitions du second ordre au point de transition (point 
situé sur la courbe d’équilibre), œ et ses dérivées premières 0ç/0p = v 
et dp/0T = —s sont continus, mais les dérivées secondes 

9p __. dv Op __ dv dp __cp 
ôp®  O0p ? 8p8T OT ? OT TT 
varient par saut. 


Problèmes 


4. Etablir les conditions d'équilibre de deux phases en se fondant sur la 
condition du maximum d'’entropie. 

2. Etablir les conditions d'équilibre de deux phases en se fondant sur la 
condition du minimum d'énergie libre. 


$ 37. Transformations de phase du premier ordre. 
Equation de Clapeyron-Clausius 


Pour les transitions de phase du premier ordre, il existe un lien 
entre la chaleur de transition, le saut du volume massique et Ia 
pente de la courbe de transition. L’équation qui exprime cette 
relation est appelée équation de Clapeyron-Clausius. 

La condition (3.38) est vérifiée pour tous les points de la courbe 


de transition: 
P1 (Ps T) — pp, T) = (0. 


En différentiant on obtient 


Ici dT et dp correspondent à des déplacements le long de la courbe 
d'équilibre, de sorte que dp = (dp./dT) dT. En remarquant que 
0p,/0T = —s,, Op OT = —5,, 52 — 51 = 2/7 et que dp,/0p = v, 
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0F:/0p = v:, on obtient 


ia  __ dPs 
nt: =T—.. (3.51) 
C'est l'équation de Clapeyron-Clausius. On vient de dire que dp,/dT 
est la dérivée prise le long de la courbe d'équilibre. Dans le cas de 
la transformation d'un liquide en vapeur, c'est la dérivée prise le 
long de la courbe traduisant la variation de la pression de la vapeur 
saturante en fonction de la température. 

L'équation (3.51) permet de tirer la conclusion suivante: lors 
de la transition de l’état liquide à l’état de vapeur, lorsque le volume 
augmente (2, > v,) on assiste à une absorption de chaleur, i.e. 
Ge > 0; il s'ensuit que dp,/dT > 0. Une situation analogue se re- 
trouve dans le cas de la fusion, à quelques exceptions près. Dans le 
cas de la fusion de l’eau v, << v,, de sorte que g,, > 0; dans ce cas 
dp,/dT << 0 et la courbe présente une pente inverse. Cela signifie 
que lors de la fusion de la glace, à mesure que la pression augmente, 
la température de fusion s’abaisse. 


Problème 


Etablir une formule approchée de la variation de la pression de la vapeur 
saturante en fonction de la température en adoptant les simplifications suivan- 
tes : a) la température n'est pas très proche de la valeur critique, i.e. la pression 
de la vapeur est assez petite: b) la chaleur de vaporisation q est constante dans 
l'intervalle de température considéré. 

Solution. Dans l'équation de Clapeyron-Clausius  dp/dT = 
= qÎT (v, — v,) (v, — volume massique de la vapeur, v, celui du liquide), on 
peut en vertu de la condition a) négliger v, devant v, et assimiler la vapeur à un 
gaz parfait, i.e. poser v, = RT/Mp, où M est la masse molaire et R la constante 
molaire des gaz. En vertu de la condition b) on peut intégrer directement l’équa- 
tion de Clapeyron-Clausius, ce qui donne 


p = const exp {—qM/RT}, 


(Cette formule approchée donne des résultats satisfaisants pour l'eau à proximité 
de son point d'ébullition.) 


$ 38. Trois phases en équilibre 


Pour que trois phases soient en équilibre, il faut qu'elles soient 
en équilibre deux par deux. Cela impose aussitôt les conditions 
suivantes : 


P1 — Pe — Ps — P: (3.52) 
Pi (Ps T) = ap, T) = psp, T). (3.53) 

On obtient ainsi deux équations 
P1 (: T) = pa (p, T), (3.54) 


Pe (P, T) = psp, T) (3.55) 
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pour les variables p et T. Il s'ensuit que trois phases ne peuvent se 
trouver en équilibre que pour des valeurs bien déterminées de la 
pression et de la température, qui définissent le point triple (fig. 8). 

Pour l'eau le point triple a 
pour coordonnées : 


= 0,0078 °C, p = 0,006 atm. 


Phase liquide 


Problème 


Expliquer pourquoi, à proximité du 
point triple dans le plan p, 7, la courbe 
d'équilibre solide-vapeur a une pente 
plus forte par rapport à l'axe des tom- 
pératures que celle de la courbe d’équi- 
ibre liquide-vapeur. 

Solution. Cette allure des Fig. 8 
courbes d'équilibre à proximité du point 
triple découle directement de l'équation de Clapeyron-Clausius et du premier 
principe de la thermodynamique 


Gsublimation = Jfusion + {vaporisation» 


où q désigne les chaleurs de transition correspondantes, en remarquant que le 
volume massique de la vapeur est beaucoup plus grand que les volumes massiques 
du solide et du liquide. 


$ 39. Surface du potentiel thermodynamique 


Reprenons l'étude de l'équilibre de deux phases: de la phase 
liquide et de la phase de vapeur. Le passage de l’état liquide à l'état 
de vapeur, ainsi que les autres transformations de phase du premier 
ordre se caractérise par l’éventualité d'apparition de phases sous-re- 
froidies et surchauffées (vapeur sursaturée et liquide surchauffé). Dans 
certaines conditions (qui seront précisées au $ 41) un corps peut se 
trouver à l’état de vapeur sous une pression plus grande que la pres- 
sion de saturation à la température considérée, i.c. pour les points 
se trouvant au-dessus de la courbe p = p, (T); un corps peut égale- 
ment se trouver à l’état liquide pour des valeurs de p et T dont les 
points figuratifs se trouvent au-dessous de cette courbe. Ces faits 
montrent que la transition de phase se produit alors non pas parce 
qu’au-dessous de la courbe de transition l’état liquide (ou bien, 
au-dessus de cette courbe, l’état de vapeur) devient de par sa nature 
instable, mais bien parce qu’au-dessous de cette courbe c'est l’état 
de vapeur qui y est relativement plus stable. Le potentiel thermo- 
dynamique d'une masse donnée de substance à l'état liquide se 
trouvant dans la gamme des valeurs de p et T situées au-dessous de 
la courbe de transition est plus grand que pour l'état de vapeur et 
il est plus petit que celui de la vapeur au-dessus de cette courbe. 
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On peut donc représenter sur une figure l'allure de variation du 
potentiel thermodynamique massique @ = œ (p, T) en fonction de 
la pression p (à température constante). Les courbes @ = ; (p} 
pour le liquide et @ -: @, (p) pour la vapeur montent à mesure que p 
augmente, car dq/0p = v > 0, et seront convexes vers le haut puis- 
que pour les deux courbes, d’après ce qui précède, la condition de 

stabilité de l’état Op/0v < 0 est 

Q vérifiée dans un certain intervalle 
ré de valeurs de part et d'autre du 

eP point de transition p = p.. On 

@="T a donc 

d3@, __ dv: 01Ps __ dva 

Gp — op 0 app 0 
Ainsi, les courbes @ = q, (p) et 
o — w,. (p) présentent l'allure de 
la figure 9. 


p, p Lorsque p > p; On à Qi << Per 
de sorte qu’au minimum du poten- 
Fig. 9 tiel thermodynamique ® = m,p, + 


+ m,œp, correspond l’état de va- 
peur de toute la masse; pour p << p, l’état liquide. 
Si on tient également compte de la variation de température, on 
obtient la « surface du potentiel thermodynamique » ® = œ (p, T) 
dans un espace à trois dimensions. 


$ 40. Point critique 


L'expérience montre que la courbe de transition (dans le plan p,T) 
de l’état liquide à l’état de vapeur est limitée par un certain point 
appelé point critique auquel correspondent des valeurs déterminées 
de la température 74, de la pression p, et du volume massique &. 
correspondant à 7, et p. d’après l'équation d'état. Dans le plan 
v. p le point critique est dénoté par la lettre k. Les isothermes pas- 
sant au-dessus de ce point ont une allure monotone et ne comportent 
pas de palier correspondant à la condensation. Aux températures 
supérieures à la température critique 74, toute différence entre le 
liquide et le gaz (la vapeur) s’estompe. Aux températures inférieures 
à T., la transition de phase de l’état liquide à l’état gazeux et vice 
versa peut avoir lieu. 

Cherchons à préciser les propriétés de la substance au point cri- 
tique et au voisinage de ce point. Il faut trouver pour cela la.forme 
du potentiel thermodynamique massique œ (p, T,v) = f (v, T) + pv 
en fonction de p, T'etv(vest le paramètre intérieur, $ 35) à proximité 
du point critique. On supposera qu'à proximité du point critique 
la fonction œ (p, T', v) se laisse développer en une série de puissances 
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de p — po, T — Te, v — ve. On notera qu'au point de vue physique 
l'état critique est un état particulier et par suite cette supposition 
ne peut être justifiée que par un accord des conclusions qu'on en 
tire avec les faits expérimentaux. 

I1 a été établi au $ 35 que pour les valeurs de p, T et de v, que 
l'on détermine à partir de la condition 6œ/0v = 0 (donc à partir 
de l'équation d'état p — —ôf/ôv), pour lesquelles la dérivée seconde 
d*p/0v* est positive (6*p/0v° > 0) le système monophasé possède un 
état stable correspondant à ces valeurs de p, T et v. La fonction 
œ (p, T, v) étant continue, l’état du système monophasé sera égale- 
ment stable pour des valeurs de p, T et v proches des valeurs ci-des- 
sus, puisque dans un voisinage assez petit du point (p, T), la quantité 
d*w/êv? sera encore positive (avec dp/ôv = 0). Il y aura donc au voisi- 
nage du point critique un seul état stable dont le volume massique v 
varie de façon continue en fonction de p et T.. 

I1 s'ensuit que la condition d*p/ôv* > 0 ne peut être satisfaite 
au point critique, puisque pour des valeurs déterminées de p et T 
infiniment proches de p. et T. il existe deux états stables distincts — 
l'état liquide et l’état gazeux ayant des valeurs différentes du volume 
massique v. L'éventualité d'une valeur négative de d°/ôv? est à 
exclure au point critique puisque dans ce cas l’état critique serait 
instable. 

On en arrive à conclure qu’au point critique la dérivée seconde 
d/ôv* doit être nulle. Ainsi, pour p = pe, T = Teetv =v,ona 


d?2p 
(+), =0. (3.56) 
et bien évidemment 
0p 
() = (3.57) 


Puisqu’au point critique la dérivée seconde (d*æp/ôv*), s’annule, 
pour que l'état critique soit stable il faut que la dérivée troisième 
(65p/êv*)}. soit également nulle (cette condition nécessaire du mini- 
mum de œ lorsque dg/ôv = 0 et d*p/ôv* = 0 est justement le cas 
particulier mentionné à la fin du $ 35) et que (4*œ/ôvt), soit positif. 
On a donc 


9°p \ _ CA! 
(55). =0, (52) >0. (3.58) 

[Puisque pour calculer la dérivée partielle 6p/âv de la fonction 
E (p, T,v) =f(v, T) + pv il faut que les grandeurs p et T restent 
constantes, en tout point on doit avoir la relation 
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De même 


et d’une facon générale 


np __ of 
dun Our ? 


Or il résulte de la définition de l'énergie libre qu'en tout point 


avec r => 2.] 


p= {1 (équation d'état). 
De plus, les relations suivantes doivent être partout vérifiées : 
9%@_ __. 0?f _____ dp Sp __ ff 03p Op __ dif &p 
du? _ dv? — dv ? dus — ui du? ? dvi dvi dus * 


(3.59) 


Par conséquent, au point critique doivent être vérifiées l’équa- 
tion d'état 
p=— TN (3.60) 


(l'équation d’état doit être apte à décrire le comportement du corps 
à proximité du point critique; cela implique que l'équation d’état 
du gaz parfait ne peut convenir), ainsi que deux autres équations que 
l'on obtient en égalant à zéro les dérivées premiere et seconde de 
l'expression (3.60) : 


op 

5 —=0, (3.61) 
92 

ss = 0 (3.62) 


(on doit encore avoir 0%p/du* << 0). 
La résolution des trois équations (3.60), (3.61) et (3.62) fournit les 
valeurs des trois grandeurs p., T, et v, qui définissent l’état critique. 
Puisqu'on a admis par hypothèse que pouvait être développé 
en une série de Taylor, à proximité du point critique, peut être mis 
sous la forme 


pr, T,v)=f(v, T)+prv=pu+f(ue, T)+(v—v) fo (ve, T) + 
++ (0) fon (Ver T)+ 7 &— 0e) fone er T)+ 
+ (b— ve): fovvo (Des T)+ °.. (8.63) 


où on a introduit les notations: f, (v, T) = ôf/ôv, f,, — @?f/ôv?, 
etc. Compte tenu des équations (3.59) à (3.62) et en notant + = 
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= T — T,, on peut écrire 
f Gor T) = f (ve, To) + Te, 
fo er T) = fo es Te) + Ter (Ver Te) = —Pe — TPr: 
Îo0 (Ver T) = foo (Les Te) + Voor (or Te) — (3.64) 
= —Po — Tor = Tor Fe. 
fovv (Le: T) = —1TPooT +... 9 
fovvo (Vers T) = —Povv: 
où on a introduit les notations suivantes: 


Se) rar, =S (er Te) 
Pr — (Er). TT, PT ne rar 


03p(v,T) 65p 


Per ôv ÔT Je, TæTe Pors OUS Jremv,, TæT,” 


On n’a gardé que les premiers termes non évanescents du développe- 
ment suivant t. En substituant (3.64) dans (3.63) et en posant 
= D — Pers O —=V—VC%, on obtient 


PP, Ts, v)=p (Pers Tes Ve) + Ve — 18. + (AT —7Tpr) © — 
: 
— Pere — PooT Le — Pons TT: (3.65) 


La condition d’équilibre est donnée par Quatre 


ô to? 
+ = (n—Tpr) — Por TO — Poor —5— 5 — Pooo + = 0. (3.66) 
La dérivée seconde caractérisant la stabilité de l'état est égale à 
9? wo? 
Tr — Por — Poor VO — Povo 5 ° (3.67) 


Pour résoudre l’équation (3.66) définissant la condition d'équilibre, 
on utilisera les notations suivantes: 


_ PooT _ Por _____ 6(n—7Tpr) 
s=o+T Pooo ? B= 67 Povv ” A = Povo + (8-68) 


En négligeant tous les termes en + et x de degrés supérieurs au 
premier, on ramène (3.66) à la forme 


ES + BE+ A =0, (3.69) 
et la dérivée seconde s'écrira sous la forme 


PE = — + Dors {E ++). (3.70) 
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Pour trouver les valeurs de w correspondant à l'équilibre, il 
faut résoudre l'équation cubique (3.69). Le discriminant de cette 
équation qui Faractérise les propriétés de ses racines est 


36 1 2 : 
+ 2 7 3—_ [1 2 3 p3 
A=- 4241 a {mp2 + m—T Pèr} . (3.71) 
Si À > 0, l'équation (3.69) ne possède qu'une seule racine réelle (et 
deux racines complexes). C’est donc la région des valeurs de x et + 


correspondant à une seule phase. Si À << 0, l'équation (3.69) possède 
trois racines réelles. L'expression (3.70) montre que pour la plus 


> 
Courbe de fransition 


de phase 


Fig. 10 


grande et la’plus petite racine 9*p/9v° > 0, par conséquent ces raci- 
nes correspondent à des états d'équilibre stable. Pour la troisième 
racine 0*q/0v* << 0, ce qui correspond à un état instable. 

Les valeurs de + et x pour lesquelles À << 0 caractérisent deux 
états stables — l’état liquide et l’état de vapeur. Dans cette région 
se situe la courbe de transition de phase du premier ordre liquide- 
vapeur (fig. 10). Cette région où se situent deux états stables (comme 
le montre (3.71)) est délimitée par les deux branches de la parabole 
semi-cubique À = 0, ayant pour équation 


2 (re) (3.72) 
Povv ‘ ° 

Au point critique x — 0, t — 0 les deux branches sont tangentes 
à la droite x — prt. Cette droite caractérise donc la direction d’ap- 
proche de la courbe de transition de phase du point critique. 

L'état de vapeur correspond à la solution de l'équation (3.69) 
pour laquelle w = w, (et par suite v — w + w,) a la plus grande 
valeur ; la racine © — w., qui est plus petite, correspond à un volume 
massique plus petit, donc à la phase liquide. 


Dans la région où peuvent coexister deux états, À = A! + 


—B}°/° 6, avec | 8 | << 


= DPrt+ 


+ 7; B° << 0et, par conséquent, À — 75 
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< 1. Cela permet de récrire l'équation (3.69) sous la forme 
Ë $ & 2 : 
Cr) re +575 0-0. (8.73) 


qui montre que les racines Ë, et E, sont proportionnelles à (—B)!/° 
et sont comprises entre HÆ(—ZB)1/*. Comme B est proportionnel à +, 
on peut écrire 


E = m(—t)/, E, = a (—7)"*, (3.74) 


où a, et a, sont des constantes. Par conséquent, en vertu de (3.68) 
et en ne gardant que les termes supérieurs en +, les volumes massiques 
du liquide et de la vapeur sont donnés par les expressions 


Uy = Ve + a (—T) A, va = ve + ao (—7)'/#*. (3.75) 


Ces résultats montrent que prè; du point critique les volumes 
massiques du liquide et de la vapeur diffèrent du volume massique 
critique d’une quantité proportionnelle à | 7. — T |/*. La diffé- 
rence de ces volumes massiques est donc également proportionnelle 
à [Te — T |. 

Déterminons la dépendance de Ja chaleur de transition avec 
T, — T. La chaleur de transition est égale à ($ 37): 


4) Ô = 
g=T(s—s)=-T(SR- Sr) - (3.76) 
En différentiant (3.65) on obtient 
d 2 
= Se PrÔ— Pong ++ (8.77) 


On notera qu'il suffit de différentier cette expression seulement par 


rapport à t qui y figure explicitement, puisque le terme Te ,qu'il 
faut encore ajouter pour tenir compte de la dépendance de œ avec T 


au moyen de v. est égal à zéro à l’état d'équilibre (dq/d — 0). On 
tire de (3.77) la différence des dérivées à l’état liquide et à l’état 
de vapeur 


57 = — Pr (Gi, — 0). (3.78) 


Comme w, — w, est proportionnel à | 7, — T |/°, on obtient de 
(3.78) *) 


g=|T,—T|1/2 const. (3.79) 
*) Une démonstration différente de cette formule est donnée dans le livre 


de Landau L. et Lifchitz E., Physique statistique (Physique théorique, t. V), 
Editions Mir, Moscou, 1984. 
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Pour illustrer la méthode de calcul des valeurs critiques à l’aide 
de l'équation d'état, considérons le cas où le corps étudié satisfait 
à l'équation d'état de Van der Waals 


—ÀT__e 
PR v? ° 


A l’aide de (3.61) et (3.62) on obtient les équations 


En résolvant ces trois équations à trois inconnues, on trouve les va- 
leurs de #., T, et p. au point critique. En résolvant le système formé 
des deux dernières équations, on trouve 


8 a 
En substituant ces expressions dans l'équation de Van der Waals 
on trouve 


Po = Er « (3.81) 


Connaissant les paramètres critiques, on peut calculer a et b et 
vice versa. 

Le fait que ôp/ôv et d*p/ôv* soient égaux à zéro laisse apparaître 
une propriété caractéristique de l’état critique, à savoir que dans 
cet état le travail de compression isotherme est très petit, puisqu'il 
est proportionnel à la quatrième puissance de la compression 
(v — v,) et non pas au carré de la compression dans le cas usuel. 
Par suite, l'homogénéité des corps se perturbe aisément 
au point critique et c’est ce qui explique qu'un corps se trouvant à 
proximité du point critique devient trouble, phénomène que l'on 
appelle « opalescence critique ». 


Problèmes 


1. Calculer, aux termes du second ordre de petitesse près, le coefficient 
de Joule-Thomson (97/6p)}y pour un gaz raréfié de Van der Waals: déterminer 
la température 7; à laquelle l'effet Joule-Thomson disparaît (c’est la tempéra- 
ture dite d'inversion) et l'exprimer en fonction de la température critique 74. 

Solution. D'après (1.84) on a 


OT \ ___(@H/ôp}r 
ôp }4= . Ch ° . (a) 
En utilisant l'égalité (2.113) ($ 22) on trouve 
0H oV 
(rev -7 (Gr), D 
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Il est aisé d'exprimer la dérivée (9V/6T), à l'aide de l'équation de Van der 
Waals, ce qui donne dans l’approximation imposée 


Cr), = +). 


En substituant cette dernière expression dans (b) et (a) on trouve finalement 


oT 1 r 2a 
= T- (7 —); 


d'où en utilisant (3.80) on obtient 


2. Etablir l'équation d'état « réduite » du gaz de Van der Waals, i.e. l'équa- 
tion d'état exprimée en termes des variables sans dimension: 


n = plpe, P = VIVes 6 = T/Te: 


OÙ Per Te et VS sont la pression, la température et le volume critiques. Calculer 
la quantité RT/pV au point critique. 

Réponse. 
RAT 8 


(a+ +) Gp—1)=80, =. 


Pour un gaz parfait, RT/pV = 1, tandis que pour les gaz réels cette quantité 
peut atteindre la valeur jusqu'à 3,5.) 


$ 41. Energie et tension superficielles 


Dans tout ce qui précède, on avait admis que l'énergie libre et 
l'énergie interne d’un système comportant deux ou plusieurs phases 
étaient égales à la somme des énergies des phases séparées que l'on 
admettait être homogènes et que l'énergie libre de chaque phase 
était proportionnelle à sa masse. Il est évident qu'en procédant 
ainsi on négligeait, d’une part. l'énergie d'interaction mutuelle des 
phases et, d’autre part, le fait qu'à proximité de la surface de la 
phase l’état de la substance pouvait être différent de l’état à l’in- 
térieur de la phase. 

L'influence de ces deux circonstances ira croissant à mesure 
qu'augmente la surface des phases. Si la substance est finement 
broyée et le rapport de la surface de la phase à son volume est grand, 
ou bien si on s'intéresse en général aux phénomènes liés aux variations 
de la surface des phases, on doit tenir compte de ce que l'énergie 
libre n'est pas une grandeur additive. 

Dans le cas où les dimensions linéaires des phases ne sont pas 
très petites, autrement dit si elles sont beaucoup plus grandes que le 
rayon d'action des forces d'interaction intermoléculaires (1077 cm) 
et notablement plus grandes que l'épaisseur de la couche superficielle 
d'une phase où les propriétés sont altérées (cette épaisseur dépend 
aussi du même rayon d'action), il est assez facile de tenir compte de 


ge 
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la non-additivité de l'énergie libre. Dans ce cas, les écarts de l’éner- 
gie par rapport à l’additivité seront évidemment proportionnels à 
l'aire de l’interphase, de sorte que l’énergie libre des deux phases 
sera donnée par l'expression 


= mi (is, T) + mofe (ve, T) + as, (3.82) 


où S est l'aire de l’interphase et & une quantité dépendant de l'état 
des deux phases et de la température. Cette fonction d'état & est 
appelée tension superficielle de la surface de séparation considérée. 
Elle est égale à l'énergie libre (qui dépend de la surface) rapportée 
à l'unité de surface. 

Si la surface de séparation varie de façon isotherme et réversible 
sans que les volumes et les masses des deux phases varient, le travail 
est égal à la diminution de l'énergie libre: 


dW = —dY = —a dS. (3.83) 


C'est cette formule du travail qui sert généralement de définition de 
la tension superficielle (dans les exposés élémentaires on parle 
usuellement de l'énergie potentielle de la surface de séparation, mais 
il a été déjà indiqué qu'il est plus correct de parler d'énergie libre). 
On voit donc que la définition de la tension superficielle coïncide 
avec la définition usuelle. 

Connaissant l'énergie libre, on détermine l'énergie totale à l’aide 
de la formule suivante: 


E= VTT —me, (ui, T)+ mots (02, T) +S CES . (3.84) 


Dans cette expression de l'énergie totale figure l'énergie superficielle 
S (a — T Ox/OT). 


Problème 


En supposant connue la dépendance de la tension superficielle & avec la 
température T (« ne dépend pas de l'aire F de la pellicule), calculer l'effet 
thermique de l'extension isotherme de la pellicule, ainsi que la variation de 
température accompagnant son extension adiabatique. Evaluer la valeur numé- 
rique de l'effet thermique de l'extension de la surface de 1 cm° pour l'eau. 

Solution. Pour le système considéré on a évidemment 


dQ = T dS = dE — à 4F, (a) 


où E et S sont l'énergie et l’entropie de la pellicule. En utilisant la condition 
d'existence de la différentielle totale de la fonction Y — E — TS, il vient 


().= da 
0F JT dT 


da 
(dQ)r = — Tr dF. 


d'où 
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En écrivant l'expression (a) en fonction des variables 7, F et en introduisant 
la capacité calorifique Ck = (dQ/dT)k = (9E/6T)F On trouve, en vertu du 


second principe 
( ÔE _a=—T da 
0F ) Es aT 
et par suite 
T da 
(dT )adiab — Tr dT dF. 


On notera que la quantité d«/dT est presque toujours négative, ce qui signifie 
que l'extension isotherme de la pellicule nécessite un apport de chaleur et que 
l'extension adiabatique donne lieu à un abaissement de température. 


$ 42. Rôle que joue la tension superficielle dans 
la formation d’une nouvelle phase. Les germes 


Aux &8$ 36-40 on a étudié la question des transitions de phase 
sans tenir compte de l'énergie superficielle. De ce fait, les conclu- 
sions qu’on peut tirer ne concernent que le cas où l’interphase est 
pratiquement plane (petit rayon de courbure). Or, dans la plupart 
des cas, les transitions de phase évoluent de 
telle façon que l’une des phases se forme à P 
l'état finement dispersé (par exemple for- 
mation du liquide à partir de la vapeur sous 
forme de petites gouttelettes de brouillard, 
formation de petits cristaux dans un bain 
fondu, formation de bulles lors de l’ébullition, 2 
etc.). Pour le système se trouvant à l’état 
finement dispersé, le rapport de la surface au 
volume devient très grand et de ce fait l’éner- 
gie superficielle peut y jouer et joue en réalité 
un rôle essentiel. Sa prise en compte explique Fig. 11 
une série de phénomènes ayant lieu, par exem- 
ple. lors de la condensation de la vapeur, de a cristallisation. etc. 

Considérons la transition de l’état de vapeur à l’état liquide. la 
formation d’une goutte liquide au sein de la vapeur de ce même 
liquide. 

Etablissons les conditions d'équilibre pour une goutte se trouvant 
au sein de la vapeur (fig. 11). On caractérise l’état du système par 
la pression et la température. Pour trouver les conditions d'équilibre, 
il faut. considérer le potentiel thermodynamique ® (p, T : v,. va, m) 
(cf. $ 36) et déterminer son minimum, compte tenu de l’énergie libre 
superficielle. Dans le cas considéré, le potentiel thermodynamique 
est donné par l'expression 


D=T + pV = m (fi + pur) + Ma (fa + pre) + &S. (3.85) 


Ici m,,m, = m — m, et v,, v, sont respectivement les masses et les 
volumes massiques de la première phase (liquide) et de la seconde 
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phase (vapeur); comme aux &$ 35-40, on posera que la pression p 
est un paramètre extérieur ; f, — f, (v,, T)et fa = fa (V2, T) sont les 
énergies libres massiques; S est l’aire de la surface de la goutte; 
a est la tension superficielle à l'interface. La tension superficielle & 
dépend de T et, en toute rigueur, de v, et v,; on ne tiendra cepen- 
dant pas compte de cette dernière dépendance. 

Une goutte de liquide prendra une forme sphérique. Cela découle 
de la condition d'équilibre lorsqu'on impose le minimum de ® en 
faisant varier la forme d: la goutte en maintenant constants m,, v,, Le. 
Dans ce cas, dans ® ne peut varier que le terme &S et le minimum de 
O correspond à la forme sphérique pour laquelle la surface S est 
minimale pour un volume donné de la goutte. 

On peut maintenant choisir pour paramètres intérieurs indépen- 
dants les grandeurs v,, v, et m, que l'on devra faire varier pour 
trouver la condition d'équilibre; les autres grandeurs: la masse m, 
de la seconde phase, le rayon À et la surface S de la goutte sont liés 
aux paramètres intérieurs par les égalités: m, — m — m,, 4nR%/3 = 
= Mt, $S = 4rR*. 

Pour trouver la condition d'équilibre, on doit calculer les dérivées 
de ® par rapport à v,, v. et m, et les égaler à zéro. En différentiant © 
par rapport à v,, on obtient 


CL êf …: 
EPA 7 (<e- TA +p)=0, (3.86) 
de sorile que 
ô 
P= — 5 =p. (3.87) 


C'est un résultat trivial: la pression de la vapeur est égale à la 
pression exercée sur le piston. En différentiant ® par rapport au 
volume massique de la goutte, il vient 


Fe —m ( SE +p)+e(), =m (—P1 +) + 
+a(5), =0. (3.88) 


La pression p, à l’intérieur de la goutte n'est pas égale à p, mais 
a pour valeur 


0S 
n=pte (2). (3.89) 
Evaluons le second terme. Puisque 6v,/0R=4nR?/m,, on a 
5 | __ 2s 1 85 _my ___ 2m 
( TA ja. "0R (0vy/0R)m  0R RS = R ? (3.90) 


OS 
Pa=P+ TT 2 FETE: 3 (3.91) 
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soit 
D=p+ +. (3.92) 


Cette dernière formule montre qu’à la surface de séparation des deux 
phases — la goutte et la vapeur — il existe un saut de pression égal 
à 2a4/R. 

Faisons varier m, tout en maintenant constants v, et v,; cela cor- 
respond au passage du liquide de la goutte dans la phase de vapeur 
et inversement. Notons que ces processus de vaporisation et de con- 
densation qui évoluent avec diffusion sont beaucoup plus durables 
que le processus d'égalisation de la pression. 

En différentiant ® par rapport à m,, il vient 

09 0S 
(5 Lt Pi fe pret a () (3.93) 


Le calcul de 0S/ôm, donne: 
8S _ ôS/8R 0S uv _ 2v; 


om CmoR)r, OR ART  R * (3.94) 
Par conséquent 
00 05 24 
om — fat PU — fe — pVe + = fa + Ps — fa — Pre + _ . 
(3.95) 


Introduisons les potentiels thermodynamiques massiques du liquide 
et de la vapeur: 


Qi Pas TL) = fus T) + pitss Po (Pers T) = fa (Vars T) + PV. 
On obtient alors 


= Ps (Ps) — Pz (P)- (3.96) 


En admettant que les conditions d'équilibre 9D/dv, = 0 et 0D/üv, — 
= 0 sont vérifiées, on a 


p=p+ (3.97) 


Pour abréger on écrit ®, (p.,) à la place de w, (p,, T). 

Supposons que la vapeur soit sursaturée, de sorte que p > p, (T), 
la pression de la vapeur saturante p, étant définie par la condition 
qu (Ps) = 2 (P4), valable dans le cas de l'équilibre sur une inter- 
phase plane. 

Sur une surface de séparation plane (R = ), la vapeur à la 
pression p doit se condenser. Voyons quel sera dans ces conditions 
le comportement d'une goutte de rayon À. Il suffit pour cela d'étu- 
dier le signe et la valeur de 8®/0m, en fonction du rayon R de la 
goutte. 
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Si la goutte est petite, p, > p, et comme ôdœ/ôp = v > 0, on 
aura Œ1 (P1) >> P2 (p), et par suite 0d/ôm, > 0. Dans le cas où 
R = o (surface plane), comme p > p, et l'équilibre correspond à 
l'état liquide, on a œ, (p;) << p: (p) et 8D/ôm, << 0. Au point où 
P1 (P1) = Ve (p), 0D/ôm, = 0 et D présente un maximum (fig. 121. 
À ce maximum correspond le rayon R, de la goutte: ce rayon critique 
Re (Rà sur la fig. 12) se déduit de l’équation 


Pi ( p++) = P2 (D). (3.98) 


En se fondant sur la relation graphique entre 8D/ôm, et R, on peut 
construire le diagramme de variation du potentiel thermodynamique 


0® Ô 
om, ne. 


RNR R R 
Fig. 12 


O en fonction du rayon À de la goutte, représenté sur la figure 12. 
L'examen de ce diagramme permet de tirer les conclusions suivantes. 

Si on introduit dans une vapeur sursaturée une goutte de rayon 
supérieur au rayon critique, sa croissance déterminera une diminution 
du potentiel thermodynamique, ce qui implique une condensation 
de la vapeur. Si le rayon de la goutte est plus petit que le rayon 
critique, la goutte se vaporisera et disparaîtra, puisque le potentiel 
thermodynamique croît dans ce cas avec la croissance de la goutte. 

D'une façon générale, on peut dire que lorsque les gouttes sont 
petites, l'énergie libre superficielle &S étant proportionnelle à RÀ°, 
croît plus vite que ne diminue le terme volumique, proportionnel 
àa R3, figurant dans l'expression du potentiel thermodynamique. 
C'est pour cela que la croissance des petites gouttes est « thermo- 
dynamiquement défavorisée » el comme cela conduirait à la crois- 
sance du potentiel thermodynamique, la condensation de la vapeur 
sur ces gouttes est impossible. Lorsque Île rayon des gouttes est supé- 
rieur à À = R,, la diminution du terme volumique étant plus im- 
portante que la croissance du terme superficiel, la condensation de 
la vapeur se produira. 

Ces considérations montrent que la condensation de la vapeur 
sursaturée n'est possible que s’il existe des germes de condensation, 
i.e. des gouttes dont le rayon est supérieur au rayon critique. En 
l'absence de germes, une vapeur sursaturée peut subsister, sans se 
condenser, pendant très longtemps, ce qui constitue un exemple 
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d'état métastable. Calculons le rayon critique de la goutte. Pour 
P1 — P petits, on a 


Pi (ps) = qu (p) + EL D (Pi—pP), (3.99) 
et comme 0w,/0p = v4, par, alors 
24 

Pa (Pa) = Pi (P) + Te : (3.100) 

de sorte que l'équation du rayon critique À, peut s’écrire comme suit : 
24 

Qu (P)— 2 (P)= — ge. (3.101) 


D'autre part, 
Pa (P) — P2 (P) = Pi (p,) +8 EE (p— Ps) — P2 (Ps) — 


—52 (p—p). (8102) 


En supposant que le degré de sursaturation est petit et en remar- 
quant que @; (ps) = @e (Ps), On a 


Pa (P)— Pa (p) = (V3 — v1)(Ps — P}): (3.103) 
L'équation donnant À, devient 
2a 
(2 — vs) (p— ps) =, (3.104) 
C 
d'où 
RQ = —— 21 (3.105) 


(Ua —v1) (P— Ps) 


Cette formule montre que le rayon critique est proportionnel à la 
tension superficielle. La présence du terme p — p, dans le dénomi- 
nateur indique que plus le degré de sursaturation de la vapeur est 
grand, plus petit sera À, et la condensation commencera plus tôt. 

On retrouve des conditions analogues pour toutes les transitions 
de phase du premier ordre. 

L'une des phases peut se trouver dans un état métastable et l'ap- 
parition de l’autre phase dépend de la présence de germes de rayon 
supérieur au rayon critique. 

Dans le cas de la vaporisation d’une masse liquide, le rôle des 
germes est assumé par les bulles de vapeur, et dans le cas de la cris- 
tallisation, par les petits cristallites. Dans ce dernier cas, la situa- 
tion est qualitativement la même que dans le cas de la condensation 
de la vapeur, mais pour obtenir une solution plus rigoureuse, on doit 
tenir compte de ce que la tension superficielle n’est pas la même en 
général pour les différentes faces d’un cristal, de sorte que l'énergie 
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libre superficielle sera égale à D, &,8,, où la sommation est étendue 
à toutes les faces du cristal (S; est l’aire de la i-ième face, «; la 
tension superficielle de la i-ième face). 

On notera que dans les processus de condensation et de cristal- 
lisation, le rôle de germes peut être assumé non seulement par les 
gouttes ou les petits cristaux de la substance considérée, mais aussi 
par des particules d'une substance étrangère (les poussières par 
exemple). Ces particules étrangères ne pourront assumer le rôle de 
germes de condensation que si la tension superficielle à l’interface 
d'une substance étrangère avec le liquide considéré est notablement 
plus petite dans le cas de la condensation qu’à l'interface liquide- 
vapeur. Dans ce cas, une particule recouverte d'une pellicule liquide 
se comportera comme une goutte de même dimension et déterminera 
la condensation de la vapeur. 

Ainsi, pour obtenir une vapeur sursaturée ou un liquide surfondu, 
on doit débarrasser la substance de toute trace de poussière et veiller 
à ce que la poussière ne puisse pénétrer dans le récipient (on utilise 
des récipients soudés). Grâce à ces précaulions, on arrive, par exem- 
ple, à maintenir l’eau et différents autres liquides à l'état sous- 
refroidi des dizaines de degrés et à les faire passer à un état vitreux 
qui, étant très visqueux, devient pratiquement stable et ne cristal- 
lise plus. 


$ 43. Condensation des gouttes portant une charge électrique 


Si une goutte se trouvant au sein de la vapeur acquiert une charge 
électrique, celle-ci exerce une grande influence sur la condensation 
de la vapeur et détermine la croissance des gouttes de très petites 
dimensions. Les charges -électriques exercent une grande influence 
sur la condensation de la vapeur d’eau atmosphérique lors de la 
formation des nuages, du brouillard et de la pluie par temps orageux. 
La condensation de la vapeur d'eau qui se manifeste en présence 
d'ions est mise à profit dans un important instrument scientifique — 
la chambre de Wilson. 

L'influence qu’exercent les charges électriques sur la condensa- 
tion tient à ce que dans l'expression de l'énergie libre figure, outre 
les termes volumique et superficiel, un terme représentant l'énergie 
du champ électrique qui est fonction des dimensions de la goutte. 
L'existence d’une charge et de l'énergie de son champ facilite la 
condensation, à l'opposé de la tension superficielle. 

Le potentiel thermodynamique d'un système composé de la 
vapeur et d’une goutte peut être exprimé par 


D = mi (fi + pur) + Me (fa + pre) + aS + Fe, (3.106) 


où WY, est l'énergie libre du champ électrique. En notant e la permit- 
tivité diélectrique du liquide et en posant que la permittivité de la 


8 43] CONDENSATION DES GOUTTES 139 


vapeur est égale à l’unité, on a ($'14) 


eE E7 
y. = | = av + | + a, (3.107) 


où Æ est l'intensité du champ électrique et V, et V, sont les volumes 
de la goutte et de la vapeur. La goutte est sphérique et on admet 
qu'elle porte une seule charge concentrée e (un ion). On démontre que 
Y, est minimal si la charge est concentrée au centre de la goutte 
[10], ce qui implique que cette position correspond à l'équilibre. 
Dans ce cas, le champ électrique £ est radial et vaut 

== pour r<R, E=— pour r > A. 


er 
L'énergie libre du champ électrique est égale à 


EE 
R 


a 


e? (1 — 1/e) 
= SR To 
De 


e ? 


où a est le rayon de l'ion. 
L'énergie libre du champ électrique est donc égale à 
__ e3(1—1/e) 
Fe — TZR 
On constate que dans ce cas ® se distingue de son expression pour 
une goutte non chargée par ce que le terme &S, ne dépendant que de 
R, est remplacé par l'expression &«S + Y, qui ne dépend lui aussi 
que de À. On peut donc utiliser les formules (3.85), (391) et 3-3) 
du paragraphe précédent en y remplaçant &S par & S + Y.. 
condition 0%/Gv, — O conduit comme précédemment à p, — 
De la condition 8D/ôr, = 0 on déduit, en remplaçant dans (3. 91) 
a OS'0R par 


+ const. 


2 (aS + Ve) = 8x Ra — “VE, 
le résultat suivant : 
24 2(4—1 
Pi P+ Re Ce . (3.108) 


C'est la formule de J. J. Thomson, à cette différence près que dans sa 
formule on trouve 4 à la place de 1 — 1/e, car il avait supposé que 
la charge était répartie sur la surface de la goutte; pour les liquides 
pour lesquels & est égal à quelques unités, la différence entre les deux 
formules est petite. 

En remplaçant àaS par aS + W,, on trouve pour 8D/ôm, l’expres- 
sion suivante: 


0O 2a 3 (1—1 
3m = Fit Pui— Ve Pur + vi (2-2) . (3.109) 
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En introduisant les potentiels thermodynamiques massiques, on 
trouve comme auparavant 


== pi (pi) —P (p). (3.110) 


ôm:; 


D'après la formule (3.108), on a toujours p, << p pour les petites 
gouttes, la différence entre p, et p pouvant être très grande. Il s'en- 
suit que dans le cas d’une très petite goutte chargée, 90/0m, sera 
négatif pour un rayon suffisamment petit non seulement en atmo- 
sphère de vapeur sursaturée lorsque @, (p) << : (p), mais aussi en at- 
mosphère de vapeur non saturée lorsque œ, (p) > œ: (p), et cette 
goutte croîtera. C’est justement ce phénomène qui est mis à profit 
dans la chambre de Wilson où l'apparition d’un ion détermine aus- 
sitôt la condensation de Ja vapeur. 

Le comportement des gouttes chargées de plus grande dimension 
dépend de la différence entre la pression p et la pression gp, de la 
vapeur saturante. Pour étudier cette question, développons l’expres- 
sion 1 (P1) — 2 (p2) dans (3.110) en une série de puissances de 
Pi — Ps et p — p,, comme on l'avait fait à la page 137. On obtient 
ainsi 

0D'0m, = (p — ps) (3 — ve) + (pi — P) ti. 
Introduisant la notation 
, e2(1—1/e) 11/3 
R'— Es (3.111) 
(R” dépend de la charge de la goutte et des propriétés du liquide, 
mais ne dépend pas de la pression de la vapeur), on peut écrire 
l'égalité (3.111) sous la forme suivante: 


nr (1) 


Il est facile de se rendre compte que cette expression est maximale 
pour R = R”, la valeur maximale de p, — p étant égale à 
3 
Pi PT Srx : 
La quantité 0®/0m, peut s'écrire sous la forme 


00 2a R"S 
ôm —=(p— Ps) (Ci — ve) + + (1 5): 


et pour ,R=R" elle prend évidemment sa valeur maximale qui 
est égale à 


sav: 


(P— Ps) (i—v2) + pr 


Si cette valeur maximale de @D/ôm, est négative, 0®/0m, est 
évidemment négatif pour toutes les valeurs de À. Cela se produit 
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lorsque 


(p—p.) Cv) > 2%, (3.119) 


ce qui signifie que les gouttes de toutes les dimensions croissent 
quelle que soit la sursaturation. C’est ce domaine de sursaturation 
que l’on utilise dans la chambre de Wilson, puisque dans ces con- 
ditions l'apparition d’un ion détermine aussitôt la condensation de 
la vapeur et la croissance illimitée de la goutte chargée. 

Si la valeur maximale de 9dD/ôm, est positive, i.e. 


(p— ps) 20) < Se, (3.113) 


et comme pour À —+ 0 la quantité 9D/0m, << 0, il existe une valeur 
de À pour laquelle 0®/0m, s'annule. Si, en outre, la vapeur est 
sursaturée, i.e. p > p,, 0D/0m, s'annule pour deux valeurs de R: 
R =R,etR = R, puisque pour À — la quantité 9®/0m, devient 
à nouveau négative. Pour trouver ces valeurs de R il faut résoudre 
l'équation 0D/ôm, = 0. 

Utilisons les notations suivantes: 


(Pp— Ps) (Ve—vi) mr R°'. 
2av] R'= Re ? 


’ 
TR) b = 


Re désigne ici le rayon critique qu'aurait la goutte à la mème pres- 
sion de vapeur si elle ne portait pas de charge [selon la formule (3.105). 
Avec ces variables, en vertu de (3.112), l'équation 9®/9m, = 0 se 
laisse ramener à l'équation de quatrième degré 


zx" — 4x + 4b = 0. (3.114) 


Pour b << 3/4, lorsque R° << (3/4) R,, ce qui correspond à une 
sursaturation modérée, l'équation (3.114) possède deux racines 


réelles positives x, et z,, l’une proche de b et l’autre de Ÿ 4 [11]: 


z4=0(1+7 + …), m=Va(i- 7 b+...). 
A ces racines correspondent les valeurs R, & R, et R, & 0,63R”. 
La quantité D présente un minimum pour À — R, et un maximum 
pour R = R,. Il s'ensuit que dans le cas considéré (0 << b << 3/4 et 
R>R,) la quantité 00D/ôm, est toujours négative, ce qui signifie 
que les gouttes de rayon R >> R, croissent toujours. Dans ce cas, 
la grandeur R, joue le rôle de rayon critique qui caractérise les di- 
mensions des gouttes qui grandissent sûrement. Notons qu’à la diffé- 
rence du cas des gouttes non chargées, dans le cas étudié les gouttes 
de rayon inférieur à À, ne diminueront que jusqu'à une limite dé- 
terminée, puisque ® croît pour À —+ 0. 

Si la vapeur n’est pas saturante, b << 0 et on constate que l’équa- 
tion x — 4x + 4b = 0 ne possède qu’une seule racine réelle et 


142 ÊÉTATS HORS D'ÉQUILIBRE. CONDITIONS D'ÉQUILIBRE (CH. 3 


positive qui, pour p —+ p,, tend vers x, Æ ÿ 4: lorsque la différence 
Ps — p augmente, la racine x, croît indéfiniment. Par conséquent, 
© présente un minimum lorsque la vapeur n’est pas saturée ; lorsque 
la différence p, — p est petite, ce minimum correspond à À — R;; 
lorsque la différence p, — p augmente, le rayon R, diminue. Les 
gouttes de rayon supérieur à 
R, se vaporisent toujours. 

La variation du potentiel 
thermodynamique en fonction 
du rayon de la goutte dans les 
trois cas envisagés est repré- 
sentée sur la figure 13. Dans le 
cas d'une vapeur fortement 
sursaturée, lorsque p > p. et 
b > 3/4 (i.e. R, << (4/3) R”), 
les gouttes de toutes les di- 
mensions augmentent de vo- 
Jume. Dans le cas d’une va- 
peur faiblement sursaturée, 
lorsque p > pset 0 << b< 3/4 
(i.e. R, << (4/3) R'}), ne crois- 
sent que les gouttes à partir 
d’un rayon R &= R.. Il existe 
en outre une région de gouttes métastables dont le rayon est proche 
de R’. Dans le cas d’une vapeur non saturée, une goutte chargée se 
trouve dans un état stable si son rayon RÀ — R.. Notons que dans le 
cas qui importe pour la pratique, i.e. le cas où la charge d'une goutte 
est égale à une charge élémentaire (ou à un petit nombre de charges 
élémentaires), R° est très petit. Pour la vapeur d'eau par exemple, 
R" est de l’ordre de 10-7 cm ; remarquons que pour des gouttes aussi 
petites on ne peut plus admettre que leur tension superficielle «& 
soit égale à la valeur usuelle (le développement de œ (p) en série 
étant approché, toutes les formules ne sont correctes que qualitati- 
vement). 


Fig. 13 


$ 44. Transitions de phase du second ordre. 
Le point de Curie des ferromagnétiques 


On a défini les transformations de phase du second ordre comme 
étant des transitions ne donnant pas lieu à des sauts de l'énergie 
et du volume massique: cela implique qu’elles ne s’accompagnent 
d'aucune absorption ou libération de chaleur, mais au point de tran- 
sition on observe une variation par saut de la capacité calorifique, 
du coefficient de dilatation thermique et de la compressibilité. 
On peut dire aussi que les transformations de phase du second ordre 
sont caractérisées par le fait que les phases dans ces transitions se 
distinguent les unes des autres non pas par les valeurs des énergies 
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et des volumes massiques, mais par les valeurs des dérivées de ces 
grandeurs par rapport à la température et à la pression. On a déjà 
donné des exemples de transitions de phase du second ordre au $ 36. 

Considérons une transformation de phase du second ordre afin 
d'établir les équations 7) auxquelles doivent satisfaire les sauts de C,,, 
de (dV/0T), et de (9V/6p)r. Chaque fois que deux phases sont en 
équilibre, leurs potentiels thermodynamiques massiques sont égaux : 
1 (P, T) = 2 (p, T); cette condition se laisse représenter dans le 
plan (p, T) par la courbe des transitions du second ordre p — p, (T). 
Dans les transitions du second ordre A (9g/ôp) — 0, À (d@/8T) = 0 
(le symbole A désigne la différence des valeurs dans les deux phases), 
mais 


97 9? 
da = AT #0. A TE TT 


— AC 


0, 
(3.115) 


ce qui signifie que les dérivées secondes du potentiel @ varient par 
saut. 

Partout le long de la courbe d'équilibre p = p, (T) on observe 
l'égalité des volumes massiques ct des énergies massiques. En diffé- 
rentiant les équations A (dç'ôp) = 0 et A (dw/0T) = 0 on obtient 
deux équations différentielles : 


AT ve +? p+A 


À _ ST dp LAIT a aT =0, (3.117) 
où dp et dT sont les différentielles prises le long de la courbe d'équi- 


libre, de sorte que dp = p, (T) dT. En remplaçant les dérivées secon- 
des par leurs valeurs, il vient 


d°p 
GT ap aT =0, (3.116) 


A dp+A dT =0, (3.118) 
do AGS 
A dp — CE dT = 0. (3.119) 


Pour les transitions du second ordre ces équations jouent le même 
rôle que l'équation de Clapeyron-Clausius joue pour les transitions 
du premier ordre. 

La solution de ce système d'équations sera non triviale si 


À (dv/8p) A(ôv/ôT) 
A (IT) —AC,IT| =: (3.120) 
autrement dit si 
A4 AC; +T(AS m) = 0. (2.121) 


“) Ces équations ont été trouvées par P. S. Ehrenfest qui introduisit pour 
la première fois, en 1933, la notion de transitions du second ordre. 


144 £ÉTATS HORS D'ÉQUILIBRE. CONDITIONS D’EÉQUILIBRE (CH. 3 


L'étude des transformations de phase du premier ordre a montré 
qu'il pouvait exister des états de surfusion ou de surchauffe (par 
exemple la vapeur sursaturée ou le liquide surchauffé). Cela tient 
à ce que l’état de vapeur se situant par exemple au-dessus de la 
courbe de transition (dans le plan p, T) est stable (cf. $ 39), tandis 
que l’état liquide est stable au-dessous de cette courbe; le passage 
vapeur-liquide s'effectue parce qu’au-dessus de la courbe de tran- 
sition l'état liquide est relativement plus stable, son potentiel 
thermodynamique massique étant plus petit que celui de la phase 
de vapeur. 

La situation est différente dans le cas des transformations du 
second ordre, car sur la courbe de transition l’un des états s’avere 
instable, l’autre état y devenant stable. De ce fait, la surfusion (ou la 
surchauffe) est irréalisable dans les transformations du second ordre. 

L'état du corps change lors des transformations de phase, cet 
état pouvant être caractérisé par un certain paramètre intérieur. 

Comme les transformations de phase du second ordre donnent 
souvent lieu à un changement de la symétrie du corps, il convient 
d'utiliser un paramètre intérieur caractérisant cette symétrie. On 
notera qu'on peut introduire un paramètre intérieur dans les trans- 
formations du premier ordre, chose qu'on a déjà faite en considérant 
le volume massique comme un paramètre intérieur. 

Pour mieux mettre en lumière ces questions, appliquons cette 
méthode (utilisée dans les travaux de L. D. Landau) à un cas parti- 
culier — la transition au point de Curie d’une substance ferro- 
magnétique, le fer par exemple, à l'état paramagnétique *). 

Un corps à l’état ferromagnétique est caractérisé par l'existence 
d'une « aimantation spontanée ». Cela signifie qu’un monocristal 
de fer à l’état ferromagnétique possède, en l'absence de tout champ 
magnétique extérieur, un moment magnétique différent de zéro. 
ÏIl est vrai que dans le cas d’un monocristal macroscopique la situa- 
tion se trouve compliquée par différentes causes. Le monocristal se 
divise en un ensemble de domaines ayant chacun un moment magné- 
tique, mais comme les directions de ces moments sont différentes 
dans différents domaines, le cristal tout entier est dépourvu de 
moment magnétique. On laissera de côté ces complications et on 
envisagera les phénomènes évoluant dans un seul domaine d’« aiman- 
tation spontanée » que l’on peut considérer comme une phase homo- 
gène. 

On caractérisera l’état du corps par sa température 7, l'intensité 
H du champ magnétique (paramètre extérieur) et l’aimantation W 

*) Voir Landau L., Lifchitz E., Physique statistique, Editions Mir, Moscou, 
1984, $ 69 (Physique théorique, t. V, première partie). Avant les travaux de 
Landau la question de l'éventualité d’une surchauffe ou d'une surfusion dans 
les transitions du second ordre était traitée de façon erronée. On cherchait, par 


exemple, l'intersection des courbes m1 (7) et +, (7), comme dans le cas des 
transitions du premier ordre (cf. $ 39), ce qui conduisait à des contradictions. 
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(paramètre intérieur). Îl convient de choisir l’aimantation pour 
paramètre intérieur pour la raison que À7 est une fonction des posi- 
tions et des vitesses des molécules, des atomes et des électrons ayant 
une petite valeur à proximité du point de Curie (dans un champ H 
faible). 

Pour trouver une réponse à la question posée. il faut établir tout 
d'abord une expression de l'énergie libre (ou du potentiel thermo- 
dynamique) en ces variables. Au $ 23 on a déjà eu à utiliser l’expres- 
sion PH;8n pour exprimer Ja variation en fonction du champ de 
l'énergie libre de l'unité de volume d’un corps paramagnétique (dont 
la perméabilité magnétique est indépendante du champ magnétique). 
Cette quantité constitue une fonction caractéristique, à condition 
de considérer l’induction 2 comme un paramètre extérieur. Dans le 
cas général de corps magnétiques, lorsque B et H sont liés par une 
relation arbitraire, cette expression, comme il est connu de l’électro- 
dynamique *). doit être remplacée par 


1 ‘ 
— | H dB. (3.122) 


En y ajoutant l'énergie libre W, du corps en champ magnétique nul, 
écrivons son énergie libre en présence d'un champ extérieur 


ve y + H dB. (3.123) 


Conformément aux formules générales, cette quantité doit vérifier 
l'équation 


dY=—SdT+- dB. (3.124) 


En y introduisant l’aimantation À/ à la place de l'induction B 
à l’aide de la formule B — H -+- 4nAf, on obtient 


dY=—SaT+- dH + H dM. (3.125) 
En posant . 


H° \ 


on obtient, en vertu de (3.125) 
dd = —S àdT — M dH. (3.127) 


Cette égalité montre que la fonction , que l’on appellera potentiel 
thermodynamique de l'unité de volume du corps aimanté., est une 
fonction caractéristique, à condition que # soit le paramètre exté- 
rieur. Selon (3.126), l'énergie du système ne comprend pas dans ce 


*) Voir, par exemple, Tamm I. E., Principes de la théorie de l'électricité, 
M., Nauka, 1976, $ 108 (en russe). 
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cas ni l'énergie du champ magnétique dans le vide (H*/8n), ni l’éner- 
gie du moment magnétique A7 dans le champ (MH). Selon (3.127), 
le travail fourni par le système lors d'une variation du champ magné- 
tique est donné par l'expression M dH. 

Jusqu'ici on avait admis que le système se trouvait dans un état 
d'équilibre (les égalités (3.125) et (3.127) concernent des transfor- 
mations quasi statiques). On trouvera la valeur du potentiel thermo- 
dynamique ® d’un état hors d'équilibre, correspondant à une valeur 
donnée de À et à une certaine valeur de l’aimantation Àf. en aug- 
mentant le champ A de façon quasi statique conformément à la 
méthode générale du $ 30 (cf. également $ 35) afin d'amener d’abord 
le système dans un état d'équilibre caractérisé par une aimantation A7 
et le champ magnétique A, correspondant à cette aimantation 
à l'équilibre. D'après (3.127), le travail fourni par le système lors 

Hm 


de cette transformation est égal à | M dH,,. Ensuite on doit faire 


0 
varier «instantanément » l'intensité du champ mangétique de 
H, à H. On comprend la variation instantanée dans Île sens que 
durant la variation du champ l'aimantation ne doit pas parvenir 
à varier. Le travail du système est alors égal à M (4 — H,,) et le 
système se retrouve dans un état caractérisé par le champ À et 
l'aimantation M. 

Le potentiel thermodynamique (i.e. l'énergie libre correspondant 
aux variables adoptées) sera égal à la différence entre sa valeur 
initiale Ÿ, (en l'absence de champ) et le travail des deux transfor- 
mations : 

Hm 
d=v— | M 4H, +MHo—MA. (3.128) 
Û 
La quantité 
Hm 


M 
Y+MHn— M dHn=%,+ (FA dM=Y(A,T) 
0 


ne dépend évidemment que de l’aimantation A7 et de la tempéra- 
ture 7'; elle représente la variation du potentiel thermodynamique 
qui correspond à une aimantation non nulle du corps dans un champ 
magnétique nul. On écrira donc 


OH, T,M)=VY(M, T)— MH. (3.129) 


Sans entrer dans les détails, on notera que la démonstration qui 
nous a conduits à l'expression de (4, T. M) s'applique aux 
corps ferro et paramagnétiques, mais n’est pas valable pour les 
corps diamagnétiques. 
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Considérons un corps ferromagnétique à proximité du point de 
Curie, où l’aimantation spontanée disparaît *); on peut donc ad- 
mettre que l’aimantation 7 est petite, ce qui permet de développer 
(TT, p, M) en une série de puissances de 4. De toute évidence, 
c'est l'hypothèse la plus simple (cf. $ 40) qui ne peut être justifiée 
que par les conclusions qu’on peut en tirer. Cette série ne com- 
portera pas de termes de puissances impaires puisque Ÿ ne peut 
dépendre du sens de l’aimantation. En arrétant le développement 
aux termes en Af*, on trouve 


D= WT, p—MH++ QT, p) M?+B(T, p) Mt. (3.130) 


Les quantités &«, B et Ÿ, dépendent de la température (et de la pres- 
sion), «=a(T, p)},, B=$RB(T, p), W, = Y,(T, p). Pour trouver 
l’aimantation à l'état d'équilibre, il suffit de différentier Q par 
rapport à M et de poser 9D/0M égal à zéro: 


0O 
Sr = —H+aM +BMs=0. (3.131) 


La dérivée seconde est égale à 


02O 2 


Pour À = 0, l'équation (3.131) prend la forme A (&œ + BAM) = 0. 
Cette équation a pour racines M = 0 et M° — —a;f. 

Lorsque & > 0, l’état d'équilibre M = 0 est stable puisque 
OD/0M* = à > 0. Par conséquent, pour & > 0, il n’y a pas d'aiman- 
tation spontanée et le corps est paramagnétique. Dans ce cas, la 
deuxième solution M° = —a;f est instable puisque 9*D/9M* — 
— —2a < (. 

L'état paramagnétique devient instable lorsque & << 0. Dans ce 
cas, devient stable la solution pour laquelle l’aimantation 4, — 
— V —a/f n’est pas égale à zéro (pour H = 0), à condition toute- 
fois que 8 > 0, ce qu'on supposera justement. On se trouve donc 
en présence d’une aimantation spontanée, ce qui signifie que le 
corps est ferromagnétique. 

L'équation « (p, T) = O donne, dans le plan p, T, une succes- 
sion de points de Curie. Aux températures proches du point de Cu- 
rie 6, on peut poser &« = &” (T — 6) avec &” > 0. On en déduit la 
variation de l’aimantation spontanée avec la température à pro- 
ximité du point de Curie 


M,=V (8—T) «'/6. (3.133) 


*) Dans ce qui suit on reprend la démonstration donnée par Ginsburg V. L. 
dans JETF, 1947, 17, p. 833. 
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Supposons que le champ ÆH est non nul et calculons la suscepti- 
bilité magnétique y — 0M/0H, la dérivée étant calculée pour 
l'aimantation d'équilibre. 

On trouve pour l’état paramagnélique 


0M 1 1 

Xoara= (55 M0 = = T0) : (3.134) 

C'est la loi de Curie-Weiss: à proximité du point de Curie, la sus- 

ceptibilité magnétique est inversement proportionnelle à la diffé- 

rence entre la température considérée et la température de Curie. 

Pour la région ferromagnétique. on trouve en différentiant (3.131) 
par rapport à H 


D (a+ PME) + 28M? LE — 1 = 0. (3.135) 


En posoent Me = Me = —@/B, il vient 


0M 1 
Kterro — (rates, = 270 . (3.136) 


C'est la susceptibilité magnétique du corps à l’état erromagnétique 
pour une seule région d'aimantation spontanée. 

On sait que les transitions du second ordre s ‘accompagnent d'un 
saut de la capacité calorifique. Evaluons ce saut dans le cas consi- 
déré (pour À = 0). 

Dans la région où le corps est paramagnétique (7 >> ©), l’aiman- 
tation spontanée est nulle (A7 — 0), de sorte que 


D = Dyra = Vo: (3.137) 
Dans la région où le corps est ferromagnétique (7 << ©), on doit 
substituer M? — M? — —a'B dans l'expression de ®: 
D = Dierro = Vo — &°/48. (3.138) 
La capacité calorifique à p et H constants (4 = 0) est égale à 
Ch= Tr _ . (3.139) 
Par conséquent 
92 9°Yy T  0%(x2/B) 
Cp para — —T TT, Ù Ch ferro — — TE +7 _ (3.140) 
Le saut de Ja capacité calorifique est égal à 
T 92(«2/B) 
Ch para — Cp ferro — 4 PER, (3.141) 


et comme æ —«&' (T1 —O), 
ACp=Cp para — Cp terro= —Tü'?/2$. (3.142) 
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Il importe de remarquer encore qu'aux points où se produit Ja 
transition de phase du second ordre, comme le montre l'exemple 
considéré plus haut, la dérivée seconde du potentiel thermodyna- 
mique per rapport au paramètre intérieur d*D/91* s’annule. ]] en 
va de même pour les autres transitions du second ordre. Cela donne 
lieu à une croissance des fluctuations du paramètre intérieur corres- 
pondant (dans le cas considéré de l’aimantation) à mesure qu'on 
s'approche de l’état où se produit la transition. On décele une ana- 
logie entre les transitions de phase du second ordre et le point cri- 
tique de la transition vapeur-liquide, qui résulte de ce que dans ces 
deux cas les développements du potentiel thermodynamique par 
rapport au paramètre intérieur ont des formes analogues f[cf. (3.65) 
et (3.130)]. À certains égards, on peut considérer le point critique 
comme un cas particulier des transitions du second ordre *). 


$S 45. Equilibre dans les systèmes formés de plusieurs 
phases de composition variable. La règle des phases 


Jusqu'ici on a étudié les conditions d'équilibre des systèmes en 
supposant que leurs compositions chimiques étaient invariables et 
qu'il ne se produisait qu'une redistribution des substances parmi 
les phases des systèmes. Dans ce paragraphe, il sera question de 
l'équilibre des systèmes formés de plusieurs phases dont la compo- 
sition peut varier. 

Considérons un système quelconque pouvant être divisé en parties 
telles que l’énergie libre du système soit égale à la somme des éner- 
gies libres de ses parties. On caractérisera la composition de chacune 
des parties du système en définissant les quantités des substances 


(constituants) qu'elle contient. Notons n% la masse du k-ième cons- 
tituant contenue dans la i-ième partie, donnée en grammes ou en 
moles. L'énergie libre W,,,. du système s’écrira alors sous la forme 


over = D) PE (nt, nf, ...). (3.143) 


On s’abstiendra d'expliciter la dépendance de (9 avec la tempé- 
rature et le volume de la partie donnée du système. 

Si on exclut l'éventualité des réactions chimiques, la variation 
de masse des constituants dans les diverses parties du système ne 
peut résulter que de leur passage d’une partie dans une autre. Par 
conséquent, la quantité totale W, de chaque constituant X sera 
constante dans tout le système: 

D nÜ—N,. (3.144) 


Î 


*“) Voir Sémentchenko V.C., JFKh, 1947. fasc. 12, où on a étudié cette 
analogie, mais l'auteur a un autre point de vue. 
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A l'équilibre, W,,4t doit être minimal par rapport à toutes les va- 
riations des paramètres n{% compatibles avec la condition (3.144) 
(la température et le volume des différentes parties du système res- 
tant constants). 

Pour trouver le minimum, on peut utiliser la méthode des fac- 
teurs indéterminés de Lagrange. Appliquant cette méthode, on mul- 
tiplie (3.144) par un facteur constant À, et on égale à zéro la diffé- 


rentielle de Wisst + Dr 2 nf), en supposant maintenant que 
k 


tous les rŸ sont des ‘'ariables indépendantes. On obtient ainsi les 
conditions nécessaires du minimum sous la forme suivante: 


= M k=1, 2, … (3.145) 
Rk 


Les dérivées 0Y()/9n® sont calculées à température et à volume 
constants. La dérivée (9#(/6n%))..- est appelée potentiel chimique 
du constituant k dans la phase i; on la dénote usuellement par nf? 
L'égalité (3.145) montre qu'à l'équilibre nf? = Àn, Ce qui signifie 
que le potentiel chimique de chacun des constituants doit être le 
mème dans toutes les phases du système. 

Le potentiel chimique de chaque constituant d’une phase homo- 
gène ne dépend que de la concentration de tous les constituants con- 
tenus dans cette phase et de son volume (ou de sa pression) massique 
et ne dépend pas de la masse totale de la phase. Cela tient à ce que Ÿ 
est une fonction de la concentration et du produit de la densité par 
la masse totale de la phase considérée. 

En l'absence de forces extérieures, le potentiel chimique est 
égal à 0F)/6n, où F® = FO (V, T, n&, n@, ...). On peut 
exprimer le potentiel chimique à l’aide du ‘potentiel thermodynami- 
que ® — F + Vp (on omet l'indice à): 


e), rl: (3.146) 
En effet, 
do — (Sr Jr dP +()., îT+ 2 (7 Onx ee RC Lu 
(7 a+ (SE) er 
+D (SE), ,du+pdv+vaäp. (8447 


Mais comme 


GE) =(H es, (en (Bar ous 
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on obtient ° 
0F 00 

On },={ ELTS rt (3.149) 

Notons qu’on peut exprimer ainsi le potentiel chimique à l’aide de 

n'importe quelle autre fonction caractéristique, par exemple 


m=T (), =. (3.150) 


OnRk 


Si la phase ne comporte qu’un seul constituant, le potentiel chi- 
mique est égal au potentiel thermodynamique massique. Dans ce 
cas, ® = np (p, T), où œ (p, T) est le potentiel thermodynamique 
massique, de sorte que 0D/ôn = p = q. 

La condition d'équilibre qui vient d’être établie reste également 
valable dans le cas où le corps est soumis à l’action de forces exté- 
rieures dont le potentiel est différent en différents points du système. 
Dans ce cas, l'énergie libre W() de chacune des parties du système 
comporte, en plus de l'énergie libre proprement dite FU de la partie 
considérée, son énergie potentielle II): 


YO = FE TIO, (3.151) 
d’où 
aF(i) OIL) 

Considérons encore le cas particulier où le système est formé 
de ÿ phases homogènes et de x constitutants. On supposera qu'il n°v 
a pas de champ de forces extérieur. On peut admettre l'existence de 
réactions chimiques. à condition d'entendre par x le nombre de 
constituants indépendants, i.e. le nombre minimal de composés à 
partir desquels on peut produire toutes les substances formant le 
système. Posons que l'état du système est caractérisé par la pression p, 
la température T et les masses nŸ des constituants indépendants 
contenus dans toutes les phases. Les conditions d'équilibre impliquent, 
premièrement, l'égalité des températures et des pressions dans tou- 
tes les phases et, deuxièmement, l'égalité des potentiels chimiques 
u® de chacun des constituants dans toutes les phases. 

Il est facile de se rendre compte que ces égalités des potentiels 
chimiques donnent x (y — 1) équations indépendantes. Les poten- 
tiels chimiques LL? — 90 (p, T, nŸ)/0n$ dépendent de la 
pression, de la température et de la concentration et sont donc des 
fonctions de % (x — 1) rapports n/r®. Les masses totales des 
phases ne figurent pas dans les conditions d'équilibre et peuvent 
donc être arbitraires à l'état d'équilibre. Par conséquent, les x (1 — 1) 
équations d'équilibre contiennent 2 + 4 (x — 1) inconnues. Après 
résolution de ces équations il subsiste 


V=2—b+x (3.153) 
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paramètres libres. Ce nombre de paramètres libres est parfois désigné 
sous le nom de degrés de liberté du système thermodynamique. 

Ce résultat porte le nom de « règle des phases de Gibbs ». Pour 
l'établir on n’a utilisé que le nombre de conditions d'équilibre, somme 
toute parfaitement évidentes, ainsi que le type de leur dépendance 
des paramètres, ce qui montre que la règle des phases n’est nulle- 
ment une conséquence des propositions thermodynamiques profondes. 

En conformité avec les conclusions des $ 37 et 38, la « règle 
des phases » implique que s’il y a un seul constituant et deux phases, 
y = 1, et il ne reste qu'un seul paramètre arbitraire (ligne dans le 
plan p, T); s'il y a trois phases, y — 0, et tous les paramètres sont 
fixés, ce qui correspond au point triple dans le plan p, T. 


Problème 


Démontrer que les conditions d'équilibre d’un fluide dans un champ de forces 
de potentiel IT rapporté à l’unité de masse, découlant de l'équation de l'hydro- 
statique 

grad p = —p grad I, 


sont équivalentes à T = const aux conditions d'équilibre démontrées dans ce 


paragraphe. 
olution. De l'équation de l’hydrostatique on déduit l'équation 


d'équilibre: 
H + | <e = COnSte 


De l'égalité de la thermodynamique 
dp = —s dT + v dp 


on déduit pour T = const 


? Î 2) 


En tenant compte de (3.145) et en remarquant que  — (8®/üm),, — (8F/àm),, 
on trouve la preuve de l’équivalence qu'il s'agissait de démontrer. 


$ 46. Energie libre d’un mélange de gaz parfaits 


On se propose de calculer l'énergie libre d'un mélange de gaz par- 
faits en fonction de la température, du volume et de la masse des 
gaz entrant dans la composition du mélange. Pour trouver l'énergie 
libre d'un mélange connaissant les énergies libres de tous les gaz 
entrant dans la composition du mélange, il est nécessaire d'analyser 
la transformation isotherme réversible de formation ou de séparation 
du mélange (même si on n’envisage qu'une transformation qui n’est 
réalisable qu’en principe) afin de calculer le travail produit dans 
cette transformation. Considérons d’abord un mélange de deux gaz 
et représentons-nous un appareil composé de deux récipients (chacun 
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de volume V) encastrés l’un dans l’autre et dont les parois sont semi- 
perméables (fig. 14). Le couvercle supérieur du récipient du bas 
n'est perméable que pour le premier gaz, tandis que le couvercle 
inférieur du récipient du haut ne l’est que pour le deuxième gaz. 

Au début, lorsque les deux récipients sont encastrés l’un dans 
l’autre, on a un mélange des deux gaz. Lorsqu'on écarte les réci- 
pients de part et d'autre de la paroi perméable au premier gaz, sa 
pression partielle p, est la même. De même, de 
part et d’autre du couvercle inférieur du réci- 
pient du haut la pression partielle du deuxième 
gaz p, est la même. Dans le compartiment 1 
(fig. 14) la pression est p,, dans le compartiment 
1 + 2, elle est égale à p, + p,; = p et dans le 
compartiment 2, elle est égale à p.. 

Il s'ensuit que sur une aire de 1 cm* du cou- 
vercle supérieur du récipient du bas s’exerce 
une force p, dirigée vers le haut, tandis que la 
force p, qui s'exerce sur 1 cm de la paroi infé- 
rieure qui est imperméable au gaz est dirigée 
vers le bas. Par conséquent, la force qui s'exerce 
sur le récipient du bas est égale à zéro, ce qui 
implique que le travail de déplacement du 
récipient du bas est également nul. Il] s'ensuit 
que l'énergie libre ne change pas dans ce procédé de séparation 
des gaz. Lorsque les récipients se trouveront dans leurs positions 
extrêmes, le récipient du haut ne contiendra que le premier gaz 
et le récipient du bas que le deuxième gaz. 

En dénotant par F (V, T) l'énergie libre du mélange, par 
F;, (V, Th et F,(V, T) les énergies libres des constituants et en 
remarquant que dans le procédé de séparation utilisé le volume du 
mélange est égal au volume de chacun des constituants séparés, on 
peut écrire 


Fig. 14 


F(V, T)=F,(V, T)+ PF, (V, T). (3.154) 


Dans le cas d’un mélange d’un nombre quelconque de gaz, on trouve 
par le même raisonnement 


F(V,T)= 2 F,(V, T). (3.155) 


I1 faut substituer dans cette expression les expressions de l’éner- 
gie libre F, de chacun des gaz parfaits ($ 18). Si on considère que la 


limite inférieure de lintégrale | F figurant dans les formules est 


indéterminée, on peut omettre le terme en $ constant, figurant dans 
la formule (2.73) et écrire pour chaque gaz, en remplaçant x par n;, 
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e par &e, et en notant F, l'énergie libre 
Fa=rx [ea —T EE dk _RTIn |. (3.156) 


En substituant cette expression de F4, dans (3.155) on trouve l’éner- 
gie libre du mélange de gaz 


F(V,T, nul. D=Zn= Em [eu | SE RTIn |, 


(3.157) 
En introduisant les notations 
m(T)=e—T | SO, (3.158) 
on obtient 
F= Sn, xx (T)—RT In |. (3.159) 
R 


En utilisant cette expression de l'énergie libre, on constate que 
l'énergie libre diminue lors d’une diffusion isotherme. Soient deux 
gaz parfaits (7, moles du premier et 7, moles du second) contenus 
dans un récipient où ils sont séparés l'un de l’autre par une paroi 
(fig. 15); chacun des gaz occupe un volume V/2. Si on enlève la 
paroi, le processus de diffusion (isotherme) commencera aussitôt 
et on obtiendra un mélange de #7, moles du premier gaz et de n: 
moles du second occupant le volume V. Conformément à la démons- 
tration donnée ci-dessus, l'énergie libre de ce mélange est égale 
à la somme des énergies libres des gaz isolés occupant chacun Île 
volume V. Or, l'énergie libre diminue avec l'accroissement du vo- 
lume : 0F:'9V = —p < 0, ce qui montre que l'énergie libre diminue 
lors de la diffusion. 

On arrive au mème résullat en recourant à la formule (3.159). 
Avant diffusion on a deux gaz occupant chacun un volume V/2; 
l'énergie libre du système est alors égale à 


Fr = NX + oo — RT [ In + nr In |: (3.160) 


Après que la diffusion aura pris fin, on a un mélange de gaz occupant 
le volume V ; l'énergie libre du système est alors égale à 


4 V 
Fri = 444 + 04e — RT [rs In + rein — | . (3.161) 
On en déduit 
Fi—F=—RT(m +n)ln2<0, (3.162) 


ce qui montre que l'énergie libre diminue par suite de la diffusion. 
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Il importe de bien noter que la formule (3.162) ne s'applique 
qu'à un mélange de deux gaz différents. On ne peut l'utiliser lors- 
que les propriétés des gaz composant le mélange sont identiques, 
puisque dans ce cas on ne peut plus raisonner comme ci-dessus, la 
séparation du mélange étant irréalisable par principe. Dans ce cas, 


Fig. 19 


ne reste valable que l'expression initiale de l'énergie libre d'un gaz 
chimiquement homogène. Si on pose pour un mélange de deux gaz 
(n, et n, moles) x, = %:, on n'obtiendra pas l'expression de l'énergie 
libre d'un seul gaz comportant nr, + n., moles (c'est le paradoxe dit 
de Gibbs). 


$ 47. Equilibre d’un mélange de gaz parfaits soumis 
à l’action d’un champ de forces extérieures 


Examinons le problème de l'équilibre d'un mélange de gaz par- 
faits placé dans un champ de forces, le champ de pesanteur par 
exemple. Divisons le volume occupé par le gaz en phases séparées 
et en parties homogènes infiniment pelites. Dans ce cas, on aura 
pour l’ i-ième phase 


wi) = FO (NE, nn, ...) + T0 À Mon, (3.163) 


où Ft) est l'énergie libre en champ de pesanteur nul et II) le po- 
tentiel du champ de la force de pesanteur rapporté à l’unité de masse 
de l’i-ième phase, A7, la masse molaire du k-ième constituant et nf 
le nombre de moles du k-ième constituant dans l'i-ième phase. 

Selon le $ 45. la condition d'équilibre s'exprime par ce que le 
potentiel chimique de chaque constituant 


__ Ft) 
Un — an {9 


LM, k=1, 2, (3.164) 
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est le même dans toutes les phases, donc le même en tous les points 
du volume occupé par le mélange de gaz. 

Dans le cas présent, on doit utiliser l'expression de F( qui 
avait été établie au $ 46 pour l'énergie libre d’un mélange de gaz 
(qui y était notée F): 


(i) 
(4) — (i) 
F Z rs [xx (7) + RT In | (3.165) 
où V5) est le volume de l’i-ième phase. En différentiant il vient 
FU) nf) 
= a+ RT In TE RT, (3.166) 


de sorte que 
(i) 
br = {x + RT [in _. + ue (3.167) 


Introduisons la concentration volumique du constituant * dans 
l’i-ième phase, qui est égale au nombre de moles contenues dans 
l'unité de volume: 


y TR 
pi) = TEE (3.168) 

Comme y, est le même en tous les points du gaz, on obtient 
RT In PD = puy — 4x — RT — MH, (3.169) 
In pa (x, y, 2) =Ci(T)— EE, (3.170) 


MN (zx, y, z =. 
p(z, y, z)=C;(T) exp{- ne . (3.171) 
Chacun des constituants est réparti conformément à la formule baro- 
métrique généralisée. Si le champ de pesanteur est constant, IT — 
— gz et 


pa = Cy exp { —-QE }. (8.172) 


$ 48. Equilibre chimique dans un mélange de gaz parfaits 


La mise en œuvre de la thermodynamique permet d'établir plu- 
sieurs relations importantes concernant l'équilibre chimique. Dans 
ce qui suit, il sera question de l'équilibre des réactions chimiques 
évoluant dans un mélange de gaz parfaits. 

Soit un mélange de gaz parfaits susceptibles d'entrer en réaction 
les uns avec les autres el occupant un certain volume. On posera 
que la température et la pression sont constantes en tous les points 
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du mélange et que celui-ci est homogène (une seule phase). On sup- 
posera connues les équations des réactions chimiques susceptibles 
d'évoluer dans le mélange. Il s’agit d'établir des relations entre les 
concentrations des constituants chimiques, la pression et la tempé- 
rature qui définissent la fin des réactions et l'établissement de l'équi- 
libre. 

Afin de pouvoir appliquer à ce problème les conditions d'équi- 
libre thermodynamiques, il est nécessaire de connaître l'expression 
de l'énergie libre du mélange de gaz susceptibles de réagir chimi- 
quement les uns avec les autres (si on prend la pression pour para- 
mètre extérieur, on aura à considérer le potentiel thermodynami- 
que D). Au $ 46, pour établir l’expression de l'énergie libre d'un 
mélange de gaz, on avait admis que les gaz ne réagissaient pas chi- 
miquement entre eux (s’il n’en était pas ainsi, dans les processus de 
séparation et de mélange qui ont été mis en œuvre, des réactions 
chimiques se seraient produites et les conclusions qu'on avait tirées 
auraient élé erronées). 

On peut cependant s'assurer que l'expression de l'énergie libre 
d'un mélange de gaz reste valable dans le cas de mélanges de gaz 
susceptibles de réagir chimiquement entre eux (de toute évidence, 
cette expression concernera alors un système ne se trouvant plus 
dans un état d'équilibre thermodynamique puisqu’il n’y a pas d'équi- 
libre chimique). En effet, nombreuses sont les réactions chimiques 
qui, étant thermodynamiquement possibles puisque évoluant avec 
diminution de l'énergie libre. ne peuvent se produire qu'en présence 
de catalyseurs bien déterminés dont la quantité peut être infime. 

On peut donc considérer comme valables toutes les conclusions 
du $ 46 lorsqu'il s’agit de réactions de ce type, puisqu'on peut effec- 
tuer le mélange des gaz (processus inverse au processus de séparation 
qu'on avait considéré au $ 46) en l'absence de catalyseurs (et consi- 
dérer les gaz comme s'ils ne pouvaient réagir entre eux) et ne faire 
intervenir les catalyseurs qu'après mélange, afin d'initier Îles réac- 
tions chimiques. En procédant ainsi, on réalise un passage quasi 
statique à l'état de mélange chimiquement hors d'équilibre. Le 
raisonnement fondé sur l'emploi des catalyseurs joue ici le même 
rôle que celui que jouait aux $$ 29, 30 le champ extérieur auxiliaire 
en présence duquel l’état qui était hors d'équilibre devenait un état 
d'équilibre. 

Dans d'autres cas, on peut envisager l’utilisation d'un catalyseur 
négatif freinant les réactions pendant l'opération de mélange et son 
éloignement dès que le mélange aura été réalisé. 

On admettra donc que l'expression (3.159) de l'énergie libre 
s'applique aussi bien aux mélanges de gaz non réagissants qu'à 
ceux qui sont susceptibles de réactions chimiques. 

Dans l'étude de l'équilibre chimique, il est tout naturel de poser 
que la température et la pression (et non pas le volume) sont don- 
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nées, ce qui implique que la condition d'équilibre sera de la forme 


D(p, T,nh;, No, ...,n,) = min, p = const, T — const. 
(3.173) 
On trouve le minimum du potentiel thermodynamique ® en tenant 
compte des variations possibles du nombre de moles (n,, n:, . . .) 


des constituants du mélange par suite des réactions chimiques. 
Le potentiel thermodynamique ® = F + pV; comme F est 


donné par l'expression (3.159) et pV = nRT, où n — ÿ» n, est le 
nombre total de moles, on a 


D = D rx [ax (T)+ RT In PE | 


— Sing (T)+RTInp+RTInX;], (3.174) 


Xr = nn, (3.175) 
a (T)=%xr+RT—RT In RT=e+RT—T | Fe 


—RTIn(RT)=h—T | 0, (8476) 
ha = er + RAT. (3.177) 

La condition d'équilibre sera donc de la forme 

0® m 

D (), Fu = 0. (3.178) 
On doit remarquer que les variations du nombre de moles n, 
Re, - . . ne sont pas indépendantes. Leurs variations éventuelles 
dn,, dns, . . . sont liées par les équations qui découlent de l’équation 


chimique de la réaction pouvant se produire dans le mélange. Par 
exemple, dans le cas de la réaction de dissociation de la vapeur d'eau 
H,0 en H, et O.,, l'équation en cause est 


2H,0 = 2H, + O.. (3.179) 


Ce mélange comporte donc trois constituants H,, O, et H,0. 
Notons n, la concentration de H,, », celle de O, et n, celle de H,0. 
Les quantités dn,, dn,, dn, sont évidemment liées entre elles par les 
relations dn,/2 = dn,/1 — —dn;/2. 

Dans le cas général, toute réaction chimique peut s'écrire sous 
la forme 


GE) + v,G2 +... + v,G0 = 0 (3.180) 
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(tous les termes de l'équation ont été regroupés dans le premier 
membre). Les dn, seraient alors liés entre eux par les relations sui- 
vantes : 


=... — 4, (3.181) 


où dax est une quantité arbitraire infiniment petite. La condition 
d'équilibre peut donc s’écrire comme suit: 


00 00 
D dm = du Div = 0, (3.182) 
ou 
2 Ua Va = 0, (3.183) 
où 
= -=ent RAT 1n p+ RT In X;. (3.184) 


En portant (3.184) dans (3.183) on obtient 
D ve + RTInp + RT In X4) = 0. (3.185) 
Ouvrons les parenthèses et remarquons que 
DvlnX,=3>InX;*—In(X{1X,? ... Xi°). (3.186) 
On trouve alors 
D vs +RTInpZ + RTIn(X IX ... X*)=0, (3.187) 
ou 


X'IX2? X,"=exp {— 2 ven } p'2%r. (3.188) 


On a obtenu ainsi la loi d'action de masse pour l'équilibre chimique. 
La formule (3.188) montre que 


XXI .. X=K(p,T) (3.189) 


ne dépend que de la température ct de la pression sans dépendre de la 
concentration. La quantité 


K=X (p, T)= exp { — 2er }p'2 Vh (3.189a) 


est la constante d'équilibre chimique. 
Jllustrons ces résultats par un exemple. Soit un mélange de gaz 
réagissant d'après l'équation H, + I, = 2HI. En l'écrivant sous 
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la forme (3.180) 


H, + I, — 2HI = 0, (3.190) 
on trouve 
V4, Ve = 1, vs = —2. (3.191) 
La condition d'équilibre chimique est de la forme 
2 —K. (3.192) 


Comme dans ce cas ÿ vL = 0, À ne dépend que de la température, 
la pression étant sans cffet. Cela a évidemment lieu pour toutes les 
réactions dans lesquelles le nombre total de molécules ne change pas. 

Pour la réaction 2H, + O, — 2H,0 =0,ona v, =2,v = 1, 
va = —20ct D vr = 1 0. La condition d'équilibre s'exprime donc 
dans ce cas par 


XEX, VRE 
Re proxp (2) (8.193) 


l'équilibre sera déplacé lorsque la pression variera, à savoir : lorsque 
la pression augmente, la quantité de la vapeur d’eau non dissociée 
doit augmenter. 

Certaines des relations ci-dessus se laissent aisément établir sur 
la base de considérations de la cinétique moléculaire. 

Examinons une réaction telle que I, + H, = 2HI. Dans la 
réaction directe, la variation du nombre de molécules HI dans 
l'unité de temps est égale à œnn,, n, et nr, étant les concentrations 
de I, et H.. Dans la réaction inverse, la variation du nombre de 
molécules de HI est égale à fn?, puisque dans ce cas il faut que se 
produise le choc de deux molécules H, et I, pour que la réaction 
directe puisse se produire, et de deux molécules HI pour la réaction 
inverse. La variation totale du nombre de molécules HI est donc 
égale à 


Pa — anyns — Pr. (3.194) 
A l'équilibre dns/dt — 0 et par suite rin,/n5 = fB/a = f (T), ce qui 
correspond aux résultats de l'étude thermodynamique. 

On doit remarquer que des raisonnements aussi simples, fondés 
sur la cinétique des réactions, ne sont possibles que lorsqu'on connaît 
exactement la marche de la réaction, or ce n’est pas toujours le cas. 
L'approche thermodynamique de l'établissement de l'équilibre chi- 
mique ne nécessite, elle, que la connaissance de la réaction globale. 

Connaissant les quantités initiales de toutes les substances chi- 
miques participant à la réaction, i.c. n;, n;, ..., n, (s étant le 
noinbre de ces substances), ainsi que la valeur de la constante d’équi- 
libre chimique Æ, on peut calculer les quantités mn, n:, ..., n4 
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de toutes les substances à l’équilibre. En intégrant (3.181) on obtient 
en effet s — 1 équations 


Ni—nŸ __ non? ___Rs—nÿ 


— 0, 9 


V1 Vo Vs 


qui avec la condition d'équilibre (3.189) : 


donnent s équations pour trouver les s quantités n,, ñn:, ..., ns. 
Sclon (3.189a), la variation de X en fonction de la pression et 
de la température est de la forme 


Imnk=—5ÿvinp—— D) EnVR (3.195) 
d'où 5 
ôlnK Vk 
D (3.196) 


relation qui exprime la dépendance des concentrations avec la pres- 
sion. 
D'autre part,on a 


dlnk _ 1 
oT CRIE D 


ver). (3.197) 


Pour mettre en évidence le sens physique de cette équation, il suffit 
de reprendre l'expression de g, [cf. (3.176)]: 


n=h—T | DR =, —T | IT ar, (3.198) 
où k, — Er + pur est l’enthalpie massique du k-ième constituant. 
On a donc 
) dh ) 
Eh — |. en —T = hay. (3.199) 


D'autre part, la quantité D, hyv, — AH définit la variation d'en- 
thalpie résultant de la réaction. Ainsi, l'équation (3.196) se laisse 
récrire de la façon suivante: 


ln K AH 
ee RE. (3.200) 


Or l'accroissement d’enthalpie AX est égal à la quantité de chaleur Q 
mise en jeu dans la réaction (Q = AZ, puisque Ap = 0). Par consé- 
quent, 


ôlnX 
ee (3.201) 


11—0297 
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Il s'ensuit que plus l'effet thermique de la réaction est grand, plus 
l'équilibre de la réaction se déplace avec la variation de tempéra- 
ture. 

Dans le cas de la dissociation de HI, l’accroissement d’enthalpie 
AH =h +h, — 2h43, avec hk, + h,; > 2h;, ce qui implique que 
AH >0, et X,X./X5% = K croît avec la température. 

Si la réaction s'accompagne d’une libération de chaleur, la cons- 
tante d'équilibre diminue lorsque la température s'élève. Pour 
résoudre complètement le problème de l’équilibre chimique, autre- 
ment dit pour trouver les quantités nr; de tous les constituants à 
l'équilibre, il faut connaître la valeur de X. Or, pour cela, il faut 
connaître la fonction de température figurant dans l’exposant de 


(3.189a) 
Dune D mt D ve | SE (3.202) 


(cette quantité ne dépend que de la température, puisque pour les 
gaz l’enthalpie k, ne dépend que de la température T). Par consé- 
quent, le problème du calcul de la constante d'équilibre chimique 
dans les gaz se ramène au calcul de l'expression (3.202). 

Pour calculer le premier terme © v,h,, il suffit de connaître 
l'effet thermique de la réaction (quantité de chaleur absorbée pen- 
dant la réaction *)). On a vu plus haut que 


D vuhr = AH =Q, 


ce qui signifie que cette quantité peut être trouvée dans des mesures 
calorimétriques effectuées en thermochimie. 
La quantité figurant dans le second terme 


» nv | = | LE = AS 


est égale à la variation d’entropie AS du mélange gazeux accompa- 
gnant la réaction (à p — const); on a en effet 


T dS = —V dp + dH, 


et par suite 
Td AS = d AH. 


La quantité AS ne peut ètre directement déduite des données ther- 


mochimiques puisqu'elle contient le terme Ÿ v,B,. où B, sont des 
constantes figurant dans les entropies des gaz réagissants. Il importe 
de noter que ce terme figure dans la variation d'entropie accompa- 


*) On appelle généralement effet thermique d'une réaction non pas la 
quantité Q — AZI, mais la quantité —Q, ce qui revient à poser que l'effet ther- 
mique est positif si la réaction dégage de la chaleur. 


8 68] ÊÉQUILIBRE CHIMIQUE DANS UN MÊLANGE DE GAZ PARFAITS 163 


gnant la réaction et par conséquent dans la constante d'équilibre. 
Or il n’en découle nullement qu'une constante arbitraire figurant 
dans l’entropie du système n’a aucun sens physique. Le problème 
du calcul de AS et de la détermination des constantes des réactions 
chimiques est le principal objet de la thermodynamique chimique. 
On traite ce problème par les méthodes de la thermodynamique statis- 
tique en tenant compte de la théorie quantique. Avant que ces mé- 
thodes aient été développées, Nernst avança des méthodes somme 
toute équivalentes pour le calcul des constantes chimiques, qui 
étaient fondées sur plusieurs propositions découlant des résultats 
expérimentaux et connues sous le nom de « principe de Nernst ». 


Problèmes 


1. Démontrer qu'aucun équilibre chimique ne dépend du champ de pesan- 
teur. 


Solution. En l'absence de champ de pesanteur 


D vini= 0, (a) 
: 


où u, sont les potentiels chimiques des substances réagissantes et v, les coef- 
ficients stæœchiométriques. On déduit la condition d'équilibre dans un champ de 
pesanteur en remplaçant dans (a) p, par y + Mill, M; étant les masses molaires 
et Il le rotentiel de l’unité de masse dans le champ de pesanteur : 


D vi + Mn) = 0. 
i 


Or, comme la masse se conserve dans les réactions, on a D ViMi = 0,et on 


L 

retombe sur l'équation (a) qui caractérise complètement l'équilibre chimique. 

Dans quelle proportion (d’après le nombre de moles, i.e. le volume) 

faut-il mélanger l'azote et l'hydrogène pour obtenir à toutes températures T et 

pressions p données un rendement relatif maximal (d'équilibre) d'’ammoniac ? 
On posera que les gaz sont parfaits. 

Solution. En introduisant les pressions partielles p;, on écrira la loi 

d'action de masse pour la réaction (1/2) N; + (3/2) H, = NH, sous la forme 


(n)2 (px) (purs)? = K(P, T) (a) 


En notant x la concentration molaire relative de NH, à (l'équilibre) et r le 
rapport des concentrations d'équilibre de H, et N., i.e. en posant 


PNHa — Pz, PHa/PNa = Fr, 

et en remarquant que px, + Pr, + Puy, = P: On écrira (a) sous la forme 
(Az)? 02 1. 
ne np AP, T). 


Lorsque P et T ont des valeurs données, cette relation définit la fonction z (r). 
On déduit de la condition d’extrémum dz/dr — 0 de cette fonction que zmax 
correspond à r — 3. Comme les gaz réagissent aussi dans le rapport 1 : 3, il est 
évident que cette proportion doit être également choisie pour le mélange initial. 


11* 
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MX" 3. Dans les atmosphères stellaires, les vapeurs de métaux subissent une 
intense ionisation thermique. En appliquant la loi d'action de masse à l’équi- 
libre des gaz électronique, ionique et atomique (neutre) dans les processus 
d’ionisation — recombinaison, déterminer la dépendance du degré d’ionisation 
simple &« avec la température et la pression totale. 

Solution. En introduisant le symbole A de l'élément et les coef- 
ficients stœchiométriques v;, on a 


A «+6 + At (e — électron, A* — ion), 
3 
Vi = À, Vo — —1À, Va — —1, Du = —1, 
1 


En‘notant N le nombre total d’atomes initialement neutres, en introduisant le 
degré d'ionisation & et les concentrations molaires z;, z°, x3, On trouve les 
nombres de substances réagissantes à l'équilibre 


3 
ne=oN, nys=aN, na=m(i—a)N, D n=(1+a)N, 
R=1 


Z=(1—a)/({+a), z=1s=0a/(1+a). 
La loi d'action de masse est de la forme 


cYte = K (p, Ty, (a) 


où p est la somme des pressions partielles des gaz ionique, atomique et électro- 
nique. La constante d'équilibre X est donnée par la formule 


T 
AH 1 f AC 
nK(p, T)=— D ve In PET OR —+— dT + const. (b) 
k 


Ici AH = W est l'effet thermique de la réaction (dans notre cas il est égal à 
l'énergie d'ionisation rapportée à 1 mole), 


ACp=—Ÿ vrCpr= —(5R/2) DS va =5R/2 
R R 


(on sait que la capacité calorifique Ch d’un gaz parfait monoatomique est égale 
à 5R/2). En portant (b) dans l'équation d'équilibre (a), il vient 


ai : sr2 W 
Ter P= CiTéeexp (5). 


&. Démontrer que l'équilibre chimique dans les gaz est toujours thermo- 
dynamiquement stable. 

Soiution. Le critère de stabilité est le signe positif de la seconde diffé- 
rentielle du potentiel thermodynamique ($ 33): 


02O 


(dD)p, r=da À VEVR On; 0nn ° 


i, À 
Pour trouver les dérivées secondes 92®/ün, ôn,, on doit différentier (3.184) par 


rapport aux n;: 
IV __nr ES 


On, ÔônR ni n 
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(où 63, = 1 lorsque i = k, et 64, = 0 lorsque i £ k). En utilisant cette valeur 
de 0*®/ôn; ôn, et en remarquant que © X, = 1, on trouve 


Op. = {D … (D u)}= 
= Aa 5 ( . -VR Du) >0. 


On constate que d’O est sûrement positif ; en effet, d2O ne s’annule que lorsqu'on 
a pour tous les i 


a 
Vi 
i 


X 


Xi=vi (Diva, 
R 


ce qui est impossible puisque toutes les concentrations X, sont positives et un 
au moins des v; est nécessairement négatif, de sorte qu'une partie des X, est 
également négative. 


DEUXIEME PARTIE 


PHYSIQUE STATISTIQUE 


INTRODUCTION 


On commencera par esquisser le contenu de la physique statisti- 
que qui est la partie de la physique théorique que l'on appelle aussi 
théorie cinétique de la matière ou mécanique statistique. 

On peut diviser la physique statistique en thermodynamique sta- 
tistique, qui a pour objet l'étude des systèmes physiques à l'état 
d'équilibre thermodynamique, et en cinétique statistique qui s'occupe 
de la théorie des processus évoluant dans ces systèmes physiques. 
En physique statistique, on introduit explicitement la structure 
moléculaire des systèmes et c'est ce qui la distingue essentiellement 
de la thermodynamique et de la théorie phénoménologique des 
processus. 

En ce qui concerne les méthodes d'étude, la physique statistique 
utilise largement la « méthode statistique », i.e. l'appareil mathé- 
matique de la théorie des probabilités, ainsi que les conceptions 
physiques liées à la notion de probabilité. C'est ce qui justifie la 
dénomination « physique statistique ». 

On peut caractériser les problèmes que traite la thermodynamique 
statistique (statistique thermodynamique) de la façon suivante. 
Partant de certaines conceptions concernant la structure et le méca- 
nisme du système, par exemple d’un gaz, d'un cristal ou d’un rayon- 
nement, il s’agit de déterminer les valeurs des différentes grandeurs 
physiques correspondant à l'état d'équilibre thermodynamique dans 
des conditions extérieures données (température, volume, etc.). 
Les grandeurs caractérisant l'équilibre thermodynamique sont con- 
sidérées comme des valeurs moyennes de certaines fonctions des coor- 
données et des impulsions du système étudié. Les égalités thermody- 
namiques subsistent en tant qu'égalités exactes, mais ne concernent 
que ces valeurs moyennes. Cela permet d'introduire dans la théorie 
statistique toutes les grandeurs thermodynamiques: température, 
entropie, énergie libre, etc. 
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Il s'ensuit que la thermodynamique statistique s'occupe des 
mêmes questions que la thermodynamique formelle (ou phénoméno- 
logique), cette dernière se passant d'introduire explicitement les 
conceptions moléculaires, est obligée d'utiliser, outre ses principes 
de base, différents résultats expérimentaux tels que la forme des 
équations d’état des corps. La thermodynamique formelle ne pourrait 
arriver à aucun résultat si elle n'utilisait ces données empiriques. 
En physique statistique, on adopte dès le début un certain modèle 
du corps considéré et on en déduit son équation d'état et toutes les 
autres propriétés. Il est cependant impossible de délimiter nettement 
les deux approches — l'approche phénoménologique et l'approche 
statistique. Ce clivage traditionnel résulte de l’histoire du développe- 
ment de cette branche de la physique. 

La théorie statistique ne modifia pas la formulation mathéma- 
tique des principales équations de la thermodynamique mais étendit 
srandement leur interprétation. Ce qui importe surtout est que ces 
équations ne concernent que les valeurs moyennes. Dès lors Îles 
écarts ou fluctuations par rapport à ces valeurs moyennes correspon- 
dant à l'équilibre thermodynamique deviennent possibles. L'exis- 
tence des fluctuations découle tout naturellement des conceptions 
les plus simples de la cinétique moléculaire. Différents phénomènes, 
telle la diffusion de la lumière par les corps transparents, sont liés 
aux fluctuations. La thermodynamique statistique fournit l'expli- 
cation théorique des phénomènes de ce type. 

Une étape importante du développement de la physique statisti- 
que fut l'introduction des conceptions quantiques. Bien que la phy- 
sique statistique classique, qui se rattache à la mécanique classique, 
ait réussi à résoudre de nombreux problèmes et conserve toute sa 
valeur dans l'étude des problèmes liés, par exemple, à la théorie 
des fluctuations, la physique classique conduit à des difficultés 
insurmontables, notamment dans Îles questions concernant la capacité 
calorifique des corps. Ces problèmes ne peuvent être résolus que par 
la statistique quantique. 

Actuellement, on voit bien que pour étudier le mouvement des 
électrons et des atomes, on doit faire appel à la mécanique quantique. 
Les lois de la mécanique classique sont des lois approchées qui ne 
sont valables que pour des corps ayant une masse assez importante. 
I] serait donc naturel d'exposer la physique statistique en se fondant, 
dès le début, sur les lois quantiques et par suite d'étudier lastatistique 
quantique en considérant la statistique classique comme un cas 
limite qui ne serait approximativement exact que dans des conditions 
détérminées. 

La statistique classique ne fournit des résultats corrects que dans 
le cas d’un choix heureux du modèle du système, ce choix ne pouvant 
souvent être justifié qu'après recours aux conceptions quantiques 
(par exemple, le modèle des molécules gazeuses biatomiques sous 
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forme de deux points matériels rigidement liés l’un à l’autre, cf. 
$ 38). En outre, la statistique classique ne s'applique que si la tem- 
pérature est suffisamment élevée. 

Néanmoins, dans ce livre, on commencera par exposer la statis- 
tique classique afin de bien poser le problème. I1 nous semble, en 
effet, qu'en procédant ainsi, on arrive à mieux poser et à mieux 
suivre le développement du problème général de la théorie statisti- 
que, qui est commun à la statistique classique et à la statistique 
quantique. 

La cinétique statistique s'occupe de la théorie des processus 
évoluant dans les corps. Ici aussi, à la différence de la cinétique phé- 
noménologique (par exemple hydro et aérodynamique, théorie for- 
melle de la conductibilité thermique, etc.), on fait explicitement 
appel à la structure moléculaire des systèmes physiques considérés. 
A titre d'exemples de problèmes ainsi traités, on pourrait citer diffé- 
rentes questions de la théorie cinétique des gaz, notamment la théo- 
rie des processus de diffusion, de conductibilité thermique et de la 
viscosité des gaz. On arrive alors à justifier les lois empiriques 
connues de ces processus et à établir aussi la dépendance des cons- 
tantes figurant dans ces lois avec l'état du gaz et les propriétés de 
ses molécules. 

Les questions relatives à la cinétique ne sont jamais traitées 
comme des problèmes de la mécanique d’un ensemble de molécules. 
Actuellement, on arrive à définir dans ce domaine une méthode 
générale qui consiste en ce qu’on introduit la probabilité de l’état 
du système dont l’état initial est déterminé, ce qui revient à définir 
une probabilité de transition ; cette approche est valable en théorie 
classique et en théorie quantique. Ces probabilités de transition 
satisfont à certaines équations reflétant les particularités du pro- 
cessus considéré, ce qui permet de tenir compte des fluctuations. 
C'est dire que les lois de la cinétique phénoménologique concernent 
certaines valeurs moyennes. 

Dans ce livre, ne seront traités que certains problèmes de la 
cinétique statistique (ch. 6) et ne seront exposées que certaines 
méthodes générales appliquées aux problèmes de la thermodynami- 
que statistique. 


CHAPITRE PREMIER 


UELQUES THÉORÈMES DE LA MÉCANIQUE 
ET SIGNIFICATION DE LA NOTION DE PROBABILITÉ 


$ 1. Les équations de Hamilton. Espace des phases 


En se référant au cours de mécanique, on sait que les équations. 
différentielles décrivant le mouvement de n'importe quel système 
mécanique conservatif peuvent être écrites sous la forme de Ha- 
milton : 

D= Pa=— gs k=l,2,...,n. (4.1) 
Ici 4x, pr Sont les coordonnées et les impulsions généralisées. et 


H (g, p) = H (qu us + + + Qn3 Pis Pas + + + Pn) 
est la fonction de Hamilton du système. Cette fonction est égale à 
l'énergie totale du système exprimée en fonction des coordonnées 
et des impulsions. La forme de cette fonction dépend du système 
considéré. La fonction de Hamilton FH est liée à la fonction de La- 


grange L par la relation 
ñn 


H= 2 Prgr — L, 
où z dénote le nombre de degrés de liberté du système. 

Si le mouvement est rapporté à un référentiel d'inertie et s'il 
n’y a pas de champ magnétique, ce qui suppose la possibilité d'uti- 
liser les lois de la mécanique non relativiste (dans ce qui suit on 
n'aura affaire qu’à ce cas simple), la fonction de Hamilton est égale 
à la somme de l'énergie cinétique k et de l'énergie potentielle U: 


H = K (g, p) + U (a). 


Les intégrales de mouvement, i.e. les solutions du :ystème- 
d'équations différentielles (14.1), peuvent être représentées sous la 
forme suivante: 


Pr = Pr (9f; pi, t), Qn = Ÿr (af, Pi t), (1.2) 
k, 1=1,2,...,n, 


où qg?, pr sont les valeurs initiales des coordonnées et des impulsions. 
Les fonctions œ, et Ÿ, sont des fonctions continues et univoques des. 
arguments 4q?f. pi. On peut écrire les intégrales de mouvement sous. 
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une autre forme encore. En divisant les autres 22 — 1 équations (1.1) 


par l'équation P — —0H/0q,, on obtient 
dq: — — 0H/dp: dpn __ 0H/ôqn (1.3) 
dpi 0H/q; * “‘‘? dp1  6H/ô | 


Si la fonction de Hamilton ne dépend pas du temps, ce système ne 
contient pas £. Ce système possède 27 — 1 intégrales dont l’inté- 
grale d'énergie 


D (gp) =H(qg p)=u=E (1.4) 
‘et 2n — 2 autres intégrales: 
De (gs P) = @ss + + Dr (Q, p) = an, (1.5) 
Vo (gs p) = Be, - .., Fa (g, p) — Pn 
OÙ js + + + Ans Pas + - ., Ph Sont des constantes d'intégration. La 


dernière de ces intégrales s'obtient en résolvant, par exemple, l'équa- 
tion 


Pr 0H 
et en utilisant (1.4) et (1.5). Cette intégrale est de la forme 
W, (g, p) = t + fi. (1.7) 


En effet, en ajoutant n'importe quelle constante à f{, on ne modifie 
pas les équations différentielles puisque celles-ci ne contiennent t 
que sous le signe de différentielle. 

Pour un système à un degré de liberté, toutes les propriétés 
des solutions des équations de mouvement peuvent étre aisément 
interprétées à l’aide de graphes tracés dans un plan. Examinons, par 
exemple, le mouvement d'un oscillateur harmonique linéaire. La 
fonction de Hamilton [12] (dans le cas où la masse est égale à l'unité) 
est de la forme: 


H= + (p° + w?gi). (1.8) 
Les équations de Hamilton 
° 0H * 0H 2 
= Pr PP 5g — — w°q 


ont des intégrales qui se laissent mettre sous la forme 
g = g cos wt + _ sinot, p—=—wgsinot+pcoswt (1.9) 


ou encore sous la forme de l'intégrale d'énergie 


2H = p° + w°qg® = 2E (1.10) 
æt d'une relation exprimant la dépendance de p et g avec le temps: 
+ arccos "= 1+8. (1.14) 


V p°+wgi 
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On peut représenter l’état de’l'oscillateur à l’aide d'un point 
figuratif dans le « plan de phase » qg, p. Au mouvement du système 
correspond le déplacement du point de phase figuratif le long d'une 
« ligne de phase » définie dans le cas considéré par l'équation de 
l'énergie. Ces courbes d'égales énergies se présentent sous forme 
d’un système d'ellipses semblables. La seconde intégrale (1.11) 
caractérise la vitesse du mouvement du point de phase le long de 
cette courbe. 

Dans le cas de systèmes à plusieurs degrés de liberté, on utilise 
une terminologie géométrique analogue. Si on considère les quantités 
Qn et pr Comme des coordonnées rectangulaires dans un espace à 2n 
dimensions, l'état (ou « phase ») du système sera représenté par un 
point (« point de phase » ou point représentatif) dans cet « espace 
des phases » à 27 dimensions. Si le système étudié est une molécule 
séparée, cet espace est dénommé espace L et si le système est cons- 
titué par un ensemble de particules (un gaz ou tout autre corps pris 
en entier), l’espace est appelé espace l. Au cours du temps, le point 
représentatif se déplace dans l’espace des phases suivant une courbe 
dite « trajectoire de phase ». Cette courbe résulte de l'intersection 
de 2n — 1 « surfaces » définies par (1.4) et (1.5). De ce fait cette 
courbe se situe dans tous les cas sur une « surface d'énergie ». 

La dernière intégrale (1.7) caractérise le déplacement du point 


représentatif dans le temps. On peut considérer les dérivées qx et Pr 
comme des composantes du vecteur « vitesse de phase » à 27 dimen- 
sions, i.e. de la vitesse du mouvement du point représentatif sur la 
trajectoire de phase. Notons qu’en raison de l’univocité des solu- 
tions des équations de mouvement, deux trajectoires de phase diffé- 
rentes ne peuvent se couper. (En effet, si elles se coupaient en pre- 
nant le point d'intersection pour position initiale du point repré- 
sentatif, l'état inilial du système déterminerait le mouvement ulté- 
rieur de façon non univoque.) 

Si on considère non plus un seul système mais un ensemble de 
systèmes, l’état sera déterminé par tout un ensemble de points de 
phase, et le mouvement par un ensemble de trajectoires de phase. 
Pour faire image, on pourrait comparer nos points de phase à un 
ensemble de particules en suspension dans un liquide (ou à la limite. 
dans le cas de leur distribution continue, à un colorant additionne 
au liquide) et se déplaçant avec le liquide. On devra considérer 
alors que le flux du liquide est stationnaire puisque, conformément 
à l'équation de Hamilton (A4 indépendant de t), en un point donné 
la vitesse de phase ne dépend pas du temps. 

Comme en physique statistique la notion de surface d'énergie 
joue un rôle essentiel. il est utile de donner encore quelques exemples 
de surfaces d'énergie dans des cas particulièrement simples. 

Soit un système à plusieurs degrés de liberté exécutant de petites 
oscillations autour de la position d'équilibre. D'après la mécanique, 
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on peut alors toujours trouver les coordonnées « normales » du sys- 
tème. En utilisant ces coordonnées, la fonction de Hamilton se 
présente sous la forme: 


H=+ D (pi-+oigi), (1.49) 


R=æi 


où les w, sont les fréquences propres du système. L'’équation de 
l'énergie est de la forme 


2 (pi + wigt) = 2E (1.13) 


hum 


et représente un ellipsoïde à 27 dimensions de demi-axes 
a=V2E, b,=V2E/e. (1.14) 


En qualité de modèle d’un gaz monoatomique parfait, on utili- 
sera la conception de points matériels sans interactions mutuelles 
(on examinera plus loin dans quelle mesure cette conception est 

utilisable). Mais comme on envisa- 
U, ge un gaz contenu dans un réci- 
pient (de forme rectangulaire, pour 
simplifier) dont les parois ont pour 
coordonnées a, a*, b, b*, c, c*, 
on doit tenir compte des interec- 
tions des particules avec les pa- 
rois. 

On ne s’attachera pas à détail- 

Fig. 1 ler la forme de ces interactions, 

° car la seule chose qui compte pour 

nous est que l'énergie potentielle 

d'interaction croît fortement au voisinage des parois (elle est nulle 

loin des parois) où se manifestent de très grandes forces de répulsion 

sous l’action desquelles les particules animées de toutes vitesses 

rebondissent. La variation correspondante de l'énergie potentielle 

U, d'une seule particule en fonction de la coordonnée x est illustrée 
par la figure 1. 


En conséquence, on peut écrire la fonction de Hamilton sous Îla 
forme suivante: 


N N 
H= D (ptet Phy-t pie) + D {Ur (21) + Un (yi)-+ Una (i)}, 


LR | ie! 
(1.15) 


où les fonctions U,, U,,, U;n Sont de la forme indiquée plus haut et N 
est le nombre de particules du gaz, de sorte que n = 3N. 
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La trace de l'intersection de la surface d'énergie par l'espace des 
impulsions à r dimensions (toutes les coordonnées étant constantes) 
est définie par l'équation 

N 


à (Dix + Piy + pi) = const, (1 .16) 


3N dimensions. La trace de la surface 
deux dimensions x, p, est définie par 


qui représente une sphère 


à 
d'énergie sur une surface à 


Ps 


V2m:-const 


a° 
v2m-const 


Fig. 2 Fig. 3 
l'équation 
2 ph + U (x) = const. (1.17) 


En tenant compte de ce qui a été dit au sujet de la fonction U1, 
on conçoit fort bien que cette trace a l’allure représentée sur la 
figure 2. 


Dans l'espace p,, Py, zx, la trace est définie par l'équation 
1 
Sn (px + pi) +U: (x) = Const. (1.18) 


Elle est représentée sur la figure 3 et a la forme d’un tonneau. On 
dira donc que dans ce cas la surface d'énergie se présente sous la 
forme d'un tonneau. 


$ 2. Théorème de Liouville 


Lorsqu'on considère le mouvement de systèmes vérifiant les équa- 
tions de la mécanique écrites sous la forme de Hamilton et si on 
décrit leur état à l'aide des variables g, et p, canoniquement conju- 
guées, on se trouve dans le cas satisfaisant au théorème de Liouville. 

Donnons d’abord l'énoncé de ce théorème pour le cas simple d'un 
système à un seul degré de liberté — l'oscillateur linéaire. Soit 
à l'instant { — 0 un élément de surface du plan de phase rempli de 
points représentatifs d'un ensemble (continu) de systèmes. Mis 
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en mouvement, cet élément de surface se déplacera et se déformera 
évidemment, mais son aire demeurera inchangée. 

En effet, les coordonnées des points de phase de cet élément de 
surface se transforment lors du déplacement de q°, p° en g, p, con- 
formément à l'équation (1.9). Cette transformation peut être repré- 
sentée par un ensemble de trois transformations: 

1) passage de q°, p° à x, y: 


z=g, y = po, (2.1) 


ce qui signifie que toutes les figures dans le plan sont allongées de 
w fois suivant la direction de l axe des ordonnées ; 
2) passage de x, y à x’, y’ par rotation d’un angle @ — ol: 


z' = xcosp+-ysinqg, y’ — —zxsin p + y cos y; (2.2) 


3) passage de x’, y’ à q, p à l'aide d’une contraction de w fois 
suivant la direction de l’axe des ordonnées: 


qj=xz, p = wÿ.. (2.3) 


Lors de la rotation 2) l’aire ne change pas, tandis que lors de la 
contraction 3) et de la dilatation 1) les variations d’aire se compen- 
sent mutuellement. Ainsi la valeur de l’aire ne change pas, quoique 
la forme de l'élément de surface change [13]. 

Examinons maintenant le théorème de Liouville dans le cas 
général. Ce théorème s’énonce comme suit: 

La valeur d'un volume à 2n dimensions, occupé à un instant donné 
par un ensemble continu de points de phase, ne change pas lorsque ces 
points sont en mourement. 

Posons qu’à l'instant { — 0 les points de phase remplissent de 
façon continue une région #, de l’espace des phases. Le volume de 
phase G, de cette région est égal à l’intégrale de l'élément de l’espace 
des phases étendue à cette région: 


G= | | dg ap, (2.4) 


avec dg° dp° = dg;. dp?. 

Les points de phase de l’ensemble de systèmes considéré étant 
en mouvement, leurs coordonnées et leurs impulsions varient au 
cours du temps. A l'instant t. les points représentatifs se trouveront 
rassemblés dans une région &, qui se déduit de &, en remplaçant 
chacun des points (q°, p°) par (q, p). conformément aux intégrales 
des équations de mouvement (1.2). Le volume de la région ÿ, est 


G,= [1 dg dp. (2.5) 
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Le théorème de Liouville affirme que G; = G,. Avant d’en donner 
la preuve, notons qu’on a indiqué plus haut qu'il était possible 
d’assimiler le mouvement des points de phase au mouvement de: 
particules en suspension dans un liquide ou encore (dans le cas d’une 
distribution continue) au mouvement d’un colorant (en l'absence: 
de diffusion) mélangé au liquide. De ce point de vue, le mouvement 
envisagé par le théorème de Liouville pourrait être considéré comme: 
se produisant dans un liquide incompressible. Cette assertion est. 
correcte pour la raison que lors du mouvement la valeur de G;, (on 
suppose que ce volume est coloré) ne change pas. 

On sait que les composantes des vitesses d’un liquide incompres- 
sible vérifient l'équation 


0x dy , 8 
Be Fay ta 0 2-6} 
Cette condition est nécessaire et suffisante pour que le volume d’une 
masse donnée de liquide ne change pas lors de son déplacement. En 
vertu des équations de Hamilton, les composantes de la vitesse des 


points de phase (qu. Px) satisfont à la condition 
ñn . . n 
3 | Ô9k | Oph }=2 { 0qk ÔPh ) + pk ETS }}=0. (2.7) 


Afin que l’analogie des formes de ces équations soit complete, il 
convient d'utiliser la même notation des coordonnées des points de 
phase. En posant 


= ÀÂx Pr = Ant (2.8) 
l'équation (2.7) peut être récrite sous la forme 
A ôX 
> kr = 0, (2.9) 
k=1 


qui est en tous points analogue à (2.6) et correspond à la nullité de 
la divergence à 2n dimensions de la vitesse de phase. Cette condition 
s’interprète de la même façon que la valeur nulle de la divergence 
de la vitesse dans un espace à trois dimensions. Elle affirme que Île 
nombre de « points de phase » pénétrant dans tout volume de phase 
fixé est égal au nombre de points de phase qui en sortent, ce qui 
correspond à la condition d'incompressibilité du « liquide de phase ». 


Démontrons maintenant que dans un espace mullidimensionnel la con- 
dition (2.9) exprime, à l'instar de la condition (2.6) dans un espace tridimension- 
nel, la propriété d'incompressibilité ; on démontrera ainsi le théorème de Liou- 
ville. 
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En utilisant les nouvelles notations, on a 


Go= | | axe .….. dXS,, Gr= | | ax, …. dXon- (2.10) 
Lo St 


Afin de comparer aisément les valeurs de G, et G;, il convient de transformer les 
intégrales de façon qu'elles soient étendues à une même région d'intégration. 
Comme indiqué, on remplacera dans G;, à l'aide de (1.2), l'intégration sur les 
«<oordonnées et les impulsions à l’instant / par une intégration sur leurs valeurs 
à l'instant 0. On obtient ainsi 


e O(Xy, -.., Xon) 
Gr = | a < — a dX9 ... dX9n. (2.11) 


0 
‘On voit que tout dépend de la valeur du déterminant fonctionnel 


O(Xy ..., Xon) 


DOE= ER 


(2.12) 


Démontrons qu'en vertu de (1.1), i.e. en vertu des équations de Hamilton, 
D (t) = 1. S'il en est bien ainsi, G, — G, et le théorème de Liouville s'en t:ou- 
vera démontré. 

Avec les nouvelles notations, les intégrales de mouvement (1.2) peuvent 
être écrites comme suit: 


Xn = fn (X -.. XS,, 1). (2.13) 


Le déterminant D (t) = Det (a;}) est un déterminant d'ordre 2n, avec ay = 
= 0X//0X%;i,k=1,..., 2n. 

Démontrons d’abord que le déterminant D (t) ne dépend pas du temps. 
Différentions par rapport à £ en appliquant les règles connues: 


dD 4 9D à 
S din 


dt T dar dt ” 
i, Ami 


(2.14) 
Le symbole d/dt désigne en fait une dérivée partielle pour X4 constants, de sorte 
que, par exemple, dX,/dt = X,. On sait que 


—— = Dir, (2.15) 


2n 2n . 
dajh __d OX; __ O°X; =Y OX; OX1 = Ya OX; (2.16) 
—— "<= — > = ———— —— ——— — X1 . 
l=mi 


D à RC: 
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Or, en vertu des propriétés des mineurs, 


2n 
D, i=1, 

Dinar = { 2.18) 

à 0, Î Æ l, 
et il ne subsiste dans (2.17) que les termes avec i = !, et par suite 
aD _ Q 6x 
— l 
TT — » Xi ” (2.19) 
{== 1 


Or, d'après (2.9), le second membre est égal à zéro 


aD 


et donc D ne dépend pas de t. Pour trouver D il suffit de déterminer sa valeur 
pour &{ = 0. Dans ce cas, les éléments du déterminant sont égaux à 


== { t i=k, 
tk x? 0, 1Æk, 


et par conséquent D (0) = 1. Il s'ensuit que pour n'importe quel { on aura 
D (t) = 1. Le théorème de Liouville est ainsi démontré. 


Donnons encore un exemple simple. Considérons le choc élastique 
de deux billes se déplaçant suivant une droite (qu'elles ne peuvent 
pas quitter). Désignons par m et { les masses des deux billes, par 
p° et P9 leurs impulsions avant choc et par p et P leurs impulsions 
après choc. Elles sont liées par la relation 


p+P=p+P (2.21) 
qui exprime la loi de la conservation de l'impulsion totale et par 
la relation 

Pos _ p? 


NS nu 


P? 
qui exprime la loi de la conservation de l'énergie. Selon la mécani- 
que, il s'ensuit que p et P sont liés à p° et P° par des relations liné- 
aires homogènes. 

Considérons deux instants: l'instant qui précède le chocet l’ins- 
tant qui suit immédiatement le choc. A ces instants les coordonnées 


seront égales à qg° = q, Q° = Q, de sorte que dans l'expression du 
volume de phase 


| | | | dg dQ dp dP 


on a l'égalité ° 


| { ado = (| ( ap age. 


12—0297 
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I] ne reste qu'à démontrer que 
{ \ dpdP = | | dp° dPt. (2.29) 


On peut considérer les impulsions p et P comme les coordonnées 
rectangulaires d'un point dans un plan. En posant p° — V/m 2", 
P=VMY,p=Vmz, P =V My, le passage de p° et P°àp 
et P peut être conçu comme résultat des transformations suivantes: 


« 


1) Transformation de p° et P° à x° et y°: 


p=V ma, P=VMwp. (2.23) 


C'est un changement d'échelle (contraction de n'importe quelle 
figure) de Vm fois suivant l’axe d’abscisses et de V M fois suivant 
l'axe d’'ordonnées. 

2) Transformation de z°, y° à x, y. D'après (2.21) et (2.21a), 
cette transformation conduit au résultat suivant: 


types ty, WVmao+tVMp=V mr+V My. (2.24) 


La première de ces relations montre que cette transformation liné- 
aire est orthogonale (qui est telle qu’en vertu de la seconde relation, 
les familles de droites V m x° -- V M y° = const se transforment 
en elles-mêmes, ce qui signifie qu'il s’agit d'une transformation de 
réflexion par rapport à une droite perpendiculaire aux lignes de cette 
même famille). 

3) Transformation de x, y à p, P: 


z=plVm, y=PVM. (2.25) 
C'est là une dilatation de n'importe quelle figure de V m fois sui- 
vant l'axe d'’abscisses et de V AZ fois suivant l’axe d'ordonnées. 

L’aire de n'importe quelle figure située dans le plan des impul- 
sions ne change pas à la suite de la transformation 2) du fait de son 
orthogonalité. Dans la transformation 1) les aires changent évidem- 
ment de 1/V mM fois et dans la transformation 3) de V mA fois. 
Par conséquent, à la suite de toutes ces transformations, l'aire de 
n'importe quelle figure reste inchangée, conformément au théorème 
de Liouville. 

Le théorème de Liouville simplifie grandement toute une série 
de conséquences que l’on peut tirer de la théorie statistique. C’est 
pour cela qu'on utilise, en physique statistique, presque toujours 
des variables q et p canoniquement conjuguées, puisque c'est avec 
ces variables que le théorème de Liouville se laisse exprimer dans 
la forme qui en a été donnée. 

Notons encore que la valeur du volume de phase est un invariant 
par rapport à la transformation des coordonnées (ainsi que par rap- 
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port à une transformation correspondante des impulsions). On ne le 
démontrera pas *), mais on notera que cette proposition a été déjà 
démontrée en fait au cours de la démonstration du théorème de 
Liouville. On sait en effet **) que toute transformation canonique 
de q et p peut être représentée par un ensemble de transformations 
infinitésimales vérifiant des équations du type de celles de Hamilton, 
t jouant le rôle de paramètre de transformation (par exemple celui 
d'angle de rotation des axes de coordonnées). Selon le théorème de 
Liouville, lors des transformations exactement de même type que 
celles de g et p, le volume de phase ne change pas lorsque le système 
se déplace [141. 


$ 3. Notion de probabilité ; approche formelle et 
approche physique 


La physique statistique utilise largement les idées, la méthode 
et l'appareil mathématique de la théorie des probabilités. Il est donc 
nécessaire d’exposer les principales propositions de cette théorie et 
d'en dégager la signification afin de pouvoir les appliquer à bon es- 
cient dans les problèmes que traite la physique statistique. 

Comme toute autre théorie mathématique, la théorie mathé- 
matique actuelle des probabilités se fonde sur certaines définitions 
et axiomes concernant la notion de probabilité. Connaissant les 
probabilités de certains « événements » (on désigne par événement 
l'ensemble des valeurs d’une ou de plusieurs variables dites « gran- 
deurs aléatoires »), la mise en œuvre de la théorie permet de calculer 
les probabilités d’autres événements. 

On entend par probabilités des événements les nombres positifs 
jouissant de propriétés que l’on indique ci-après en considérant le 
cas particulier où la grandeur aléatoire prend un nombre fini de 
valeurs ***). 

Supposons que la variable zx prend #7 valeurs: x,, za, . .., æ 


ñn 
et que W (x) est une fonction positive de x telle que D) W (x;) = 1. 
La quantité W (x) est appelée probabilité de la valeur de z. Soit Z 


*) Gibbs J. W., Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik, Leipzig, 


9 **) Whittaker E.T., À treatise on the analitical dynamics, Cambridge, 
1927. 

*+**) Au sujet des fondements de la théorie mathématique des probabilités 
voir: Kolmogorov A. N., Notions fondamentales de la théorie des probabilités, 
2e éd., M., Naouka, 1974 (en russe); Bernstein S. N., Théorie des probabilités, 
4céd., M., L., Gostekhizdat, 1946 (en russe); Gnédenko B. V., Cours de théorie 
des probabilités, 5e éd., M., Naouka, 1969 (en russe). Dans notre exposé, on ne 
recherche ni la généralité ni la rigueur du développement et on ne cherche qu'à 
faire ressortir Îles principaux traits de la théorie afin de bien montrer ce qu'il 
faut entendre par le terme « théorie formelle des probabilités ». 
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l'ensemble des valeurs z4,, zgs, + -., 29, La probabilité de cet 
ensemble de valeurs est la quantité 


W(T)= 2 W (za). (3.1) 


Si 2” et Z” sont deux ensembles différents de valeurs (n'ayant 
pas de points communs, donc « ne se coupant pas »), et si 2” est 
l'ensemble de valeurs 29,, zqs - - ., zy, ©t ©” l’ensemble de 


valeurs Zgj+1s Tg+es + + ++ Tg, On à évidemment 
W(L)=W(LN+W(L" 


(« théorème d'’addition des probabilités »). 

Soient deux variables: une variable x pouvant prendre les va- 
leurs x;, Z2, - .., x, et une variable y pouvant prendre les valeurs 
Yys Yes + + + Um. On connaît en outre une fonction positive W (x, y) 
telle que 

i=n, kem 

W (ri, yx) = 1. 

im{, ki 
La quantité W (x, y) est alors appelée probabilité des valeurs x, y. 
On appelle probabilité d’un ensemble de valeurs € (x, - -. 

cer Tu Ypas + +1 Un.) la quantité 
il, has 

W(@= 2 Was Vo) (3.2) 

Pour deux ensembles €” et €” qui ne se coupent pas et si € — 
={" +6", on a 


WC =W(C)+W(C"). (3.3) 
La probabilité de la valeur x est la quantité 
Wi(a=2 W( vi. (3.4) 
La probabilité conditionnelle de y pour un x donné est définie par 
__Wz, y) 
W, (y) = W. (x) ° (3.5) 


Dans le cas où W, (y) ne dépend pas de x, les grandeurs aléatoires 
zx et y sont dites statistiquement indépendantes et 


W Ce, y) = Wi () W: (). 


L'ensemble de ces propositions (ainsi que de leurs généralisations 
au cas de grandeurs aléatoires pouvant prendre un nombre infini 
de valeurs discrètes ou de valeurs continues dans un espace à un nom- 
bre de dimensions quelconque) et de tous les théorèmes qu'on en 
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déduit constitue ce que nous appellerons « théorie des probabilités 
formelle ». Afin que cette théorie puisse être utilisée en physique 
(ainsi que dans toute autre discipline définie, la biologie par exemple) 
il faut faire un pas de plus et conférer une signification concrète 
à la notion de probabilité. Cela tient à ce que dans toutes les appli- 
cations la notion de probabilité d'un événement est identifiée à la 
fréquence relative d'apparition de cet événement dans différentes 
conditions. Or, en théorie des probabilités formelle, la signification 
concrète de la notion de probabilité reste arbitraire. Comme les pro- 
babilités n’y sont aucunement liées à la fréquence d'apparition de 
‘événement, la théorie des probabilités formelle peut être utilisée 
de telle manière qu’on peut attribuer à la probabilité une signifi- 
cation toute autre que la fréquence d'apparition de l'événement. 

Pour trouver une solution à ce problème, on peut suivre deux 
voies dans les applications de la théorie. Premièrement, on peut 
définir pour chaque application la signification des différentes 
notions telles que probabilité, probabilité conditionnelle et indé- 
pendance statistique. Ce procédé peut être utilisé en physique sta- 
tistique pour certaines questions seulement ; aux $& 8, 9 il est esquissé 
pour les besoins de la thermodynamique statistique classique. 

Cependant on arrive à une solution plus générale et plus fruc- 
tueuse en suivant l'autre voie; cette voie, qui a été systématique- 
ment mise en œuvre par Mises, consiste à rattacher, dans le cadre 
même de la théorie mathématique, la notion de probabilité d’un 
événement à la fréquence relative de son apparition parmi toute 
une succession d'événements. Quoique la mise en œuvre de cette 
idée se heurte à de grandes difficultés mathématiques, celles-ci sont 
susceptibles d’être surmontées. La notion de base est ici la notion de 
« collectif ». On appelle collectif une suite infinie de valeurs d’une 
variable (ou de plusieurs variables) jouissant des deux propriétés 
suivantes. 

1. Posons que parmi les nr premiers éléments de la suite n (x) 
des éléments auxquels correspond la valeur de la variable x il existe 
une limite 


W(x)= lim 2® (3.6) 
et dans le cas de deux variables, une limite 
W (x, y) = lime 


fn 00 


que l’on appelle probabilité de la valeur de x. 
2. Quelle que soit la suite partielle de nr’ éléments appartenant 
à la suite n, il existe une limite 


W'(x)= lim #@, (3.68) 


n°00 
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telle que 


W'(z1) __W(z) 
WE) WGD (3-6) 

Cette deuxième propriété peut être appelée propriété de choix 
arbitraire [15]. Dans ce deuxième procédé, la probabilité caractérise 
toujours un certain « collectif » et à chaque opération concernant les 
probabilités correspond la construction d'un nouveau collectif selon 
une loi déterminée. Par exemple, lorsqu'on passe d’un collectif à un 
autre, qui a pour éléments les ensembles des éléments du premier 
collectif, on obtient un collectif pour lequel les probabilités sont 
égales à la somme des probabilités initiales. Si on choisit dans le 
collectif des valeurs de deux variables x, y la suite des valeurs pour 
lesquelles x a une valeur donnée, on démontre aisément que cette 
nouvelle suite sera elle-même un collectif pour lequel la probabilité 
est égale à la probabilité conditionnelle W, (y). 

Cette approche permet d'établir un lien entre les concepts pro- 
babilistes et la fréquence d’apparition, ce qui permet de formuler 
clairement le problème concernant tous les cas où ces concepts sont 
utiles. Les concepts probabilistes sont appliqués aux phénomènes 
qui peuvent être indéfiniment répétés dans des conditions immuables. 
La suite d'apparition de certains événements dans ces conditions 
est considérée comme un collectif, ce qui permet d'appliquer la 
théorie des probabilités à ces problèmes concrets. La notion de pro- 
babilité qui est utilisée en mécanique quantique y a cette signifi- 
cation. C’est pour cela que la statistique quantique basée sur la 
mécanique quantique se fonde inévitablement sur ces mêmes con- 
cepts. En théorie statistique des processus, par exemple dans la 
théorie du mouvement brownien, on utilise la notion de probabilité 
de transition et celle d'indépendance statistique. Toutes ces notions 
n’acquièrent une signification physique que si la notion de proba- 
bilité est rattachée à une certaine suite d'événements appelée col- 
lectif. 


$ 4. Ensembles de systèmes 


Il a été déjà signalé qu'au lieu d'étudier le mouvement d'un seul système, 
on pouvait étudier le mouvement d’un ensemble de systèmes indépendants. 
On se propose d'examiner cette question de plus près. 

Soient N systèmes (on admet que le nombre NW est infiniment grand). L'état 
de chaque système est représenté par un point dans l'espace des phases. La 
part du nombre total des systèmes dont les points de phase sont compris à l'ins- 
tant # dans l'élément dX = dX, dX, ... dX2, —= dq dqa . . . dq, est égale à 


w (X, t) dX: 


La fonction w (X, t) — w (qu, Qas + « +, Pn, t) est appelée densité en phase de la 
distribution. On peut la considérer aussi comme la densité de probabilité pour 
que le système se trouve dans un état donné. (1 est évident qu'on n'utilise pas 
ici le choix arbitraire, ce qui permet d'interpréter la notion de probabilité d'une 
façon formelle.) Au cours du temps les points figuratifs de notre ensemble se 
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déplacent dans l’espace des phases, ce qui entraîne une variation de leur densité 
de distribution w. Cherchons les lois de variations de cette fonction. 

Tous les systèmes qui se trouvaient à l'instant ?{ dans le volume dX se trou- 
veront au bout d'un temps dt dans l'élément dX” qui se déduit de 4X en dépla- 
çant ce dernier dans l'espace des phases. 11 s'ensuit que le nombre de systèmes 
contenus dans dX’ à l'instant { + dt est égal au nombre de systèmes qui étaient 
contenus dans dX à l'instant t, i.e. 


w (X’,t + dt) dX° = w(X, 1) dX. (4.1) 


En termes de la théorie des probabilités, cette égalité exprime le fait que 
le point de phase, qui à l'instant ? se trouvait dans dX, se trouvera avec certi- 
tude dans l'élément dX” à l'instant t + dt. 

En vertu du théorème de Liouville, dX’ = dX, et en outre, dans l'espace 
des phases, X a pour coordonnées q,, ga, - . ., Pn, @t À” a pour coordonnées de 
phase q + Q dl, a + Go dt,..., Pn + pn dt. Par conséquent, w (X°,1 + dt) = 

1), 1.e. 


= WW abs 9 


uw (qu + Qu dt, Ga + Ga dt, .., Pn + Pn dt, t + dt) = w (qi, ge, - +, Pns t) 
ou encore 


ñn 

dw dw : dw ‘: 0w 

FE æ » (nt pa) +57 =0. (4.2) 
Res! 


En remplaçant conformément aux équations de Hamilton, à par 0H/ôp, et PR 
par —0H/8q,, on obtient 


n 
DE 0H 0w 0H 


dw 
CS CES CORRE Rte — ==0, . 
ne 2 — 2e En) (4.3) 


Etablissons maintenant la condition d'une distribution stationnaire, ce 
qui revient à déterminer une densité en phase qui ne change pas lors du déplace- 
ment des systèmes. 

Une distribution stationnaire doit satisfaire à la condition 


ôw 
ar 0 
ou, en vertu de (4.3), à la condition 
n 
0w OH 0w 0H 
— = ———  —— | —0. . 
3 | 0qh Pr  9Pr 09h (4.4) 


C'est une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles du premier 
ordre pour la fonction w. Le système d'équations aux dérivées totales corres- 
pondant est le système (1.3). Selon une règle connue, l'intégrale générale de 
‘équation (4.4) est une fonction arbitraire de toutes les intégrales des équations 
du système (1.3). Par conséquent, 


D —= Î (Os, ®»:, 1 D; y, L'ET . Wh). (4.5) 
C'est la forme la plus générale d'une densité de distribution stationnaire. 


CHAPITRE 2 


FONDEMENTS DE LA THERMODYNAMIQUE 
STATISTIQUE CLASSIQUE 


$ 5. Equilibre thermodynamique. 
Paramètres extérieurs et intérieurs 


On sait que la thermodynamique a pour objet l'étude des pro- 
priétés des corps à l’état d'équilibre (« équilibre thermodynamique »). 
La thermodynamique statistique poursuit le même objectif, mais 
en prenant pour point de départ certaines conceptions concernant 
la structure des corps, ayant en vue leur structure moléculaire. On 
suppose connues les forces s'exerçant entre les particules du corps 
ainsi que les interactions de ces particules avec les corps extérieurs. 
L'objectif de la thermodynamique statistique est de déterminer, en 
se fondant sur un certain modèle moléculaire du corps, ses propriétés 
et leur dépendance avec la température et les conditions extérieures 
dans lesquelles se trouve placé ce corps. 

En statistique classique, on détermine l’état d'un système exacte- 
ment comme en mécanique classique, en indiquant toutes Jes coor- 
données et toutes les vitesses (impulsions) du système. 

Cherchons à définir la position du problème en thermodynami- 
que statistique en considérant un exemple où le système étudié 
est un gaz. 

On caractérise l’état du gaz en indiquant les coordonnées et les 
vitesses de toutes ses molécules. Mais il faut encore trouver le moyen 
d'indiquer les conditions dans lesquelles se trouve le système. On 
doit définir la position des parois du récipient contenant Île gaz, la 
position des corps extérieurs exerçant une action déterminée sur 
les molécules du gaz, ou bien la grandeur des forces agissant sur 
les molécules (par exemple des forces de pesanteur). 

Les coordonnées des corps qui sont extérieurs par rapport au 
système étudié, ou n'importe quelles fonctions de ces coordonnées, 
sont ce que l’on appelle les paramètres extérieurs. On appelle para- 
mètres intérieurs du système les grandeurs qui dépendent des coor- 
données et des vitesses des particules formant le système et qui peu- 
vent dépendre aussi des paramètres extérieurs. Ainsi, n'importe 
quelle fonction univoque de l'état du système, i.e. n’importe quelle 
fonction des coordonnées et des vitesses des particules, est un para- 
mètre intérieur du système. 
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La pression du gaz sur les pañois, i.e. la force avec laquelle les 
molécules du gaz agissent sur les parois, dépend des positions rela- 
tives des molécules et de la paroi. C’est le paramèétre intérieur. Le 
nombre de molécules se trouvant dans une partie déterminée du 
récipient (par exemple dans sa moitié inférieure) dépend des coor- 
données des molécules et c’est donc un paramètre intérieur. Si les 
molécules composant le gaz sont des dipôles électriques, la projection 
du moment électrique du gaz tout entier sur une direction donnée 
dépend des angles que forment les moments dipolaires des molécules 
avec cette direction. II s'ensuit que la projection du moment élec- 
trique du gaz est un paramètre intérieur. Si le gaz se compose de 
molécules susceptibles de se dissocier en atomes, la part de molé- 
cules dissociées est aussi un paramètre intérieur puisqu'elle dépend 
des positions des atomes. Le moment magnétique d’un gaz composé 
de particules portant des charges électriques est aussi un paramètre 
intéricur puisqu'il dépend des positions et des vitesses des particules. 

La connaissance des paramètres extérieurs ne caractérise pas 
complètement les conditions dans lesquelles se trouve le système. 
On doit connaître encore comment se réalise l'échange de chaleur 
avec les corps environnants. On peut envisager, par exemple, le cas 
où le système n’échange aucune chaleur avec les corps environnants; 
c'est lorsque le système est onfermé dans une enceinte adiabatique. 
On peut aussi considérer qu’un système échange de la chaleur avec 
des corps environnants <e trouvant à une lempérature déterminée. 
Dans ce cas, on dira que le système se trouve dans un thermostat. 

Les conclusions que l’on tire d’une étude thermodynamique <e 
fondent généralement sur la proposition suivante: À l'équilibre ther- 
modynamique, les valeurs de tous les paramètres intérieurs ne dépendent 
que des paramètres extérieurs et de la température. 

A l'équilibre, par exemple, la pression du corps (paramètre inté- 
rieur) dépend du volume du récipient (paramètre extérieur) et de la 
température. Cette dépendance est exprimée par l'équation d'état. 
De même, le moment électrique d’un corps dépend, à l'équilibre, du 
champ électrique et du volume (ou de la densité) des corps, qui sont 
des paramètres extérieurs, ainsi que de la température, puisque la 
permittivité diélectrique dépend de la densité et de la température. 
Le degré de dissociation d'un gaz est déterminé à l'équilibre par le 
volume occupé par le gaz et la température. 

En dénotant par a,;, a., . .. les paramètres extérieurs, par T la 
température, par E le paramètre intérieur et par £, sa valeur d'équi- 
libre, on peut écrire cette proposition de la thermodynamique sous 
la forme suivante: 


E = Da, a, ..., T). 


L'énergie £ du système à l'équilibre ne dépend aussi que de 
Œy os « . «+, TJ. Cela permet d’exclure la température en la rempla- 
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çant par l'énergie du système. Dans ce cas, la proposition ci-dessus 
s'énoncera de la façon suivante: À l'équilibre thermodynamique, tous 
les paramètres intérieurs sont des fonctions des paramètres extérieurs et 
de l'énergie. i.e. 


Éo — / (@, as... E). 


$ 6. L'équilibre thermodynamique considéré 
du point de vue moléculaire 


Considérons un système se trouvant dans des conditions exté- 
rieures données. Cela signifie, premièrement, que les paramètres 
extérieurs ont des valeurs données. Cela suppose qu’on néglige Île 
mouvement thermique des corps extérieurs dont les positions sont 
déterminées par ces paramètres extérieurs. Deuxièmement, on sup- 
pose que le système est soit enfermé dans une enceinte adiabatique, 
soit que l’on connaît la température des corps avec lesquels le système 
étudié est en contact thermique. 

Il importe de préciser tout d’abord ce que l'on doit entendre du 
point de vue moléculaire par valeur d'équilibre (correspondant 
à l'équilibre thermodynamique) d'un paramètre intérieur du système. 
Considérons pour cela l'exemple simple de la pression qu’exerce un 
gaz sur les parois du vase qui le contient. 

Du point de vue phénoménologique, la situation se présente de 
la façon suivante: à l'instant initial le gaz peut se trouver dans un 
état autre que l’état d'équilibre thermodynamique; la densité (et 
la température) peut être différente en ses différents points, et il 
en sera de même pour la pression. Ensuite le gaz passe progressive- 
ment à l’état d'équilibre thermodynamique et la pression qu'il 
exerce sur les parois prend une valeur d'équilibre stationnaire bien 
déterminée (fig. 4). Cette valeur d'équilibre de la pression, qui est 
asymptotique pour { —+ oo, peut être évidemment déterminée comme 
la valeur moyenne de la pression sur un intervalle de temps très 
long : 


T 

— . 4 ‘ 
Po=Pp=lim | p(t)dt 

T—00 0 


(le trait ondulé au-dessus du symbole dénote ici et dans ce qui suit 
la « moyenne temporelle » dans le sens indiqué ci-dessus). 

La pression exercée sur une paroi représente la force qu'exercent 
sur elle les molécules du gaz. Cette force dépend des positions des 
molécules et comme ces dernières sont en mouvement, cette force 
est une fonction rapidement variable du temps. Ces variations rapi- 
des (fluctuations) ne se laissent pas enregistrer par les procédés 
usuels de mesure de la pression, par exemple à l’aide d’un manomètre. 
Les résultats des mesures représentent toujours les valeurs moyennes 
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de la pression au cours d'un intervalle de temps donné. Si on veut 
obtenir la valeur « d'équilibre » de la pression, on devrait prendre 
la valeur moyenne sur un intervalle de temps infiniment grand. 
On peut appliquer ce même raisonnement dans d'autres cas en 
considérant des grandeurs telles que la polarisation électrique ou 


p 


Fig. 4 


magnétique, la densité dans une certaine partie du récipient, la con- 
centration d'une substance donnée dans une réaction chimique, etc. 

On peut donc affirmer que La valeur d'équilibre de n'importe quel 
paramètre intérieur est égale à la valeur moyenne sur un intervalle de 
temps infiniment grand de la fonction des coordonnées et des vitesses 
correspondant au paramètre considéré. Ce sont ces valeurs moyennes des 
paramètres qui caractérisent l'équilibre thermodynamique. 


$ 7. Proposition fondamentale de la statistique classique. 
La distribution microcanonique 


On vient de voir qu’à l'équilibre thermodynamique la valeur de 
n'importe quelle fonction d'état d’un système est la moyenne tem- 
porelle de cette fonction d'état. Pour la fonction F (q, p) cette 
moyenne est donnée par 


T 
 . - 


Afin de pouvoir calculer la moyenne temporelle en utilisant directe- 
ment la définition qui vient d'être donnée, il faut connaître, premie- 
rement, les lois de variation de l’état du système dans le temps et, 
deuxièmement, trouver à l’aide de ces lois la variation de tous les q 
et p en fonction du temps. En portant ces valeurs dans (7.1) on 
pourra alors intégrer sur le temps. 

La théorie statistique des états d'équilibre n'utilise cependant 
pas ce procédé, car elle s’est fixé pour objectif d'élaborer une méthode 
de détermination des yaleurs d'équilibre des fonctions d'état con- 
naissant la dépendance de l'énergie du système (la fonction de Ha- 
milton) avec les coordonnées et les impulsions. L'idée centrale de la 
statistique physique consiste à substituer aux moyennes temporelles 
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les espérances mathématiques de la fonction F (q, p) que l’on évalue 

à l’aide de certaines fonctions de la distribution des probabilités. 
Considérons une distribution quelconque des probabilités dans 

l’espace des phases des coordonnées et des impulsions. Soit 


dW == 10 (qj, 2, +  .s Pn) dq1 dQs . . . dph 
ou (en notations introduites au $ 2) 
dW = w (X) dX 


qui est la probabilité pour que d’après son état le système soit com- 
pris dans un intervalle de coordonnées 


Gus Gi + dis ar Aa + Âas + - +; Ons An + ÂQn 
et d'impulsions 


Pis Pi À dPi; Par Pa + Pas + + +; Pns Pn F Pn: 


Cela montre que la fonction & (X) = w& (q;, Gas + : ., Pn) détermine 
Ja densité de probabilité au point q, qe, - . ., p,. Pour fixer les 
idées, on peut s’imaginer que l'espace des phases est occupé par un 
très grand nombre de points représentant des états possibles des 
systèmes et que dW représente la partie de tous les points contenus 
dans l'élément 4dX. 

L'espérance mathématique ou « moyenne statistique » d’une 
certaine fonction d'état du système F (q, p) = F (X) est égale à 


F— | F(X)dW(X), (7.2) 


l'intégration étant étendue à tout l’espace des phases. On doit avoir 
de toute évidence 


| dW=1. (7.3) 


La théorie a donc pour objet de trouver une loi de distributior 
telle qu'elle permettrait de calculer la moyenne statistique F de n'im- 


porte quelle fonction F (X) qui représenterait la moyenne temporelle F 
de cette fonction. Comme les espérances mathématiques évaluées 
à l’aide de la distribution qui vient d’être définie doivent coïncider 
avec les moyennes temporelles, la probabilité de l’état doit être 
liée à la durée de séjour du système dans cet état. 

La proposition de base de la statistique classique consiste en ce 
que la probabilité de distribution satisfaisant à la condition imposée 
pour un système isolé (se trouvant enfermé dans une enceinte adia- 
batique) est donnée par la « distribution microcanonique ». 

On appelle distribution microcanonique une distribution pour 
laquelle la densité de probabilité n’est constante et différente de 
zéro que dans une couche infiniment mince séparant deux surfaces 
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d'énergie H (X) = E et H (X) = E + AE (où Æ est l'énergie du 
système étudié); dans le reste de l’espace des phases, la densité de 
probabilité est égale à zéro. 
On a pour une distribution microcanonique 
w—=C pou E£<H(X)<E + AE, (7.4) 
w—0 pour H(X)<E, H(X)>œE + AË, 
AE doit tendre vers zéro. Ainsi, dans le cas d’une distribution micro- 
canonique, la probabilité n’est différente de zéro, comme cela doit 
être pour tout système énergétiquement fermé, que pour les états X 
pour lesquels l'énergie A (X) a une valeur donnée E£. 
En utilisant le « symbole de Dirac » 6 (£) *) l'expression de la 
probabilité pour une distribution microcanonique s'écrit 


dW (X) = w (X) dX = Cô {IH (X) — E}dX. (7.5) 


Cette égalité a exactement la même signification que (7.4). On dé- 
termine aisément la valeur de la constante C à partir de la « con- 
dition de normalisation » de la probabilité 


| w(X)dX =1, 
i.e. à partir de la condition 
C | 6{H(X)—E} dX = 1. 


En intégrant sur l'espace des phases, d’abord sur une couche infini- 
ment mince comprise entre deux surfaces d'énergie H (X) — € 
ct H(X) = e& + de. et en notant Q (e) de le volume de cette couche, 
on trouve 


C | 8(e—E)Q (e) de =1. 


Or ô (e — E) n’est différent de zéro que pour e — £. Par conséquent 
@ (e) peut être sorti de sous le signe d'intégration en posant & — £. 
En outre, (6 (e — E) de = 1. On trouve ainsi CQ (E) = 1, i.e. [16] 


1 


=. (7.6) 


On a énoncé la proposition de base de la statistique classique sans 
l'avoir aucunement justifiée. La mécanique classique n’est qu’appro- 


*) Ô (E) = 0 pour E L 0, Îs (£) d£ = 1. Ce symbole satisfait à la con- 
dition | f (®) 6 ( — m dE = f (n. 


190  FONDEMENTS DE LA THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE CLASSIQUE (CH. 2 


ximativement juste, n’étant qu'un cas limite de la mécanique quan- 
tique. La même chose vaut pour la statistique classique qui n’est 
valable que de façon approchée, notamment à des températures 
suffisamment hautes, comme cas limite de la statistique quantique. 
Il serait donc tout indiqué de donner d’abord une justification de la 
statistique quantique et d’en déduire en tant qu'approximation con- 
nue la statistique classique. Néanmoins, il paraît intéressant, même 
du point de vue de la logique, d'analyser la question de la justifi- 
cation de la statistique classique en se fondant sur la mécanique classi- 
que. Cette question est traitée dans le paragraphe suivant. On verra 
que les principes de la statistique classique doivent être nécessaire- 
ment adoptés si on veut satisfaire, d’une part. aux principes généraux 
de la thermodynamique et, d’autre part, aux lois de la mécanique clas- 
sique. 


$ 8. Justification de la statistique classique 
fondée sur la mécanique classique 


L'énoncé des principes fondamentaux de la théorie classique des 
états d'équilibre a été fondé uniquement sur l'hypothèse que l'état 
d'un système pouvait être caractérisé par les coordonnées et les 
impulsions et que l'énergie du système en était une fonction bien 
déterminée. Ici on supposera, en outre, que le système isolé considéré 
est régi exactement par les lois de la mécanique classique. On pourra 
connaître alors les lois de variation dans le temps de l’état du sys- 
tème, et les moyennes temporelles de n'importe quelle fonction d'état 
pourront être calculées simplement. 

Afin d'illustrer ces assertions à l’aide d’un exemple simple, 
considérons un système à un seul degré de liberté particulièrement 
simple — l’oscillateur harmonique. Comme son équation de mouve- 
ment est facile à intégrer, le calcul de la moyenne temporelle se fait 
très simplement. On se propose de faire ce calcul et de comparer ses 
résultats à la moyenne microcanonique. 

La fonction de Hamilton de l’oscillateur harmonique est 


H= _ (p? + w?g?) 


(la masse est posée égale à l'unité) [12]; les intégrales des équations 
de mouvement de l'oscillateur sont de la forme 


q = V?E sino(t+B)}, p=V2Ecoso(t+B). (8.1) 


(A) 


Comme le mouvement est périodique, la valeur moyenne de n'importe 
quelle fonction F (q, p) sur un intervalle de temps infiniment long 
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peut être remplacée par la moyenne sur une période 2x/w et est égale à 


21/0 — 
2E . SE 
F=—— ( F | Æ sin @ (t +), V2E cos w (t+f)} dt. (8.2) 
0 
Elle dépend de l'énergie £. 
L'énergie E possède dans ce cas une valeur donnée. Sans changer 


Ja valeur de (8.2) on peut calculer sa valeur moyenne sur un inter- 
valle infiniment petit des valeurs de Æ, ce qui donne 


E+AE E+AE T 


F= lim — { F dE = lim Fx 
E 


© 
AE-0 àE AE+0 2TAE 


x { V2E sin © ({+B), V2E cos w (t+ 8)} dE dt. 


Procédons à un changement de variables sous le signe d'intégration 
en passant de £ et t à q et p. Calculons le déterminant de Jacobi 
à l’aide de (8.1) 


V'2E cos w(t+8) 1 sin w (é+B) 
9(g, p) wVy2E 
CEE —wŸ 2E sin w(t+8) 1 cos ( (£ +) r' 
V 2E 
Après avoir réalisé le changement de variables, on trouve 
F= lime || F(o p)dgdp. (8.3) 


où l'intégration est étendue à une bande infiniment étroite comprise 
entre les mêmes courbes (ellipses) d'énergie constante que dans (8.2). 

Pour trouver la distribution microcanonique dans le cas d’un 
oscillateur, il faut se fixer une densité de probabilité constante et 
non nulle dans la bande comprise entre l’ellipse p* + w°g* = 2£ 
et l’ellipse p° + &w“g* = 2 (E + AE) (sur la figure 5 cette bande est 
hachurée); en dehors de cette bande, la densité de probabilité est 
égale à zéro. L’aire de la bande vaut 

QAE = A (nat) = (EME, 


O 
Il s'ensuit que la moyenne statistique de la fonction F (q. p) 
est égale à 


p3+02g8=2 (E4+AE) 
_ o 
F = lim TRAE | | F(q, p) dq dp. (8.4) 
p1+02qm2E 


En identifiant (8.3) à (8.4) on constate que la moyenne temporelle 
coïncide avec la moyenne microcanonique. 
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Revenons maintenant au problème général et considérons un 
système mécanique (conservatif) énergétiquement isolé. Les inté- 
grales des équations différentielles de mouvement (1.4) et (1.5) 


\2(E+4E) 
w 


peuvent être résolues par rapport à qg, et p, el être représentées sous 
la forme 


In = Pr (£ -f- B., p. . Pa; Œys Las Gn); 
Pu = y (£ | B,. BP; RE | Ba: (o À e LT . + + Un): (8.5) 


En utilisant les notations abrégées, on peut écrire ces équations 
comme suit : 


X = Dit + B,, B:, . .., Ph, &, Go, . . ., a). (8.6) 


La moyenne sur le temps de n'importe quelle fonction d'état 
F (X) d'un système est égale à 


à 
. 


= Jim 


T' — 00 


F F{O(t+8B;, Be ..., Bns Qu ee, ..., œn)} dt. (8.7) 


Cette moyenne [on admet évidemment que l'expression (8.7) possède 
toujours une limite] doit être dans le cas le plus général une fonction 
des 2r — 1 constantes d'intégration f,, B3, . . ., Pa; Gi, Go, - . ., An; 
à l'exclusion de B, dont elle ne dépend pas. 

On sait que les moyennes temporelles des fonctions d'état don- 
nent les valeurs « d'équilibre » de ces fonctions (correspondant à 
l'équilibre thermodynamique). Il convient de comparer la conclusion 
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ci-dessus concernant la dépendance des moyennes temporelles avec 
les constantes de mouvement et la proposition de la thermodyna- 
mique donnée au $ 5. Selon cette proposition, les valeurs d'équi- 
libre des fonctions d'état (paramètres intérieurs), i.e. leurs moyennes 
temporelles, ne dépendent que d’une seule constante — l'énergie 
du système. Elles dépendent bien sûr aussi des paramètres exté- 
rieurs, mais on n'envisagera pas ici cette dépendance en posant que 
les paramètres extérieurs sont constants. Par conséquent, pour que 
cette proposition soit vérifiée, on doit supposer que les systèmes 
moléculaires considérés jouissent de la propriété spéciale, que pour 
eux les moyennes temporelles de n'importe quelle fonction d'état uni- 
voque ne dépendent que de la valeur de l'intégrale d'énergie a, = E. 
Pour toute fonction F (X) on doit donc avoir 


F(X) = fr (E). (8.3) 


Les systèmes qui jouissent de cette propriété sont dits ergodiques *). 
Par conséquent, pour satisfaire à la thermodynamique, on doit 
admettre que les systèmes qu'elle étudie sont ergodiques. Pour tout 
système ergodique, la moyenne temporelle de n'importe quelle fonc- 
tion d'état (univoque) est égale à la moyenne statistique d'une distri- 
bution microcanonique. Démontrons cette assertion. 

Considérons une moyenne microcanonique (correspondant à une 
distribution avec une énergie égale à Æ) d’une certaine fonction 
d'état F (X) du système. Cette moyenne est égale à 


F— | F(X)wz(X)dX, (8.9) 
avec 
we (X) = HQE) RUE BE) 


Comme la valeur de F ne dépend pas du temps, sa moyenne tempo- 
relle est égale à cette valeur même F'; on a par conséquent 


T 
F=F = lim | | F(X)wk(X) dt dx. (8.10) 


T0 0 


Supposons que les variables X sont les variables qui déterminent 
l’état du système à l'instant £ ; remplaçons-les par les variables X, 
qui caractérisent l’état du système à l'instant £{ — 0. Ces variables 
sont liées entre elles par les relations (1.2) que l’on peut écrire avec 
nos notations, comme suit: 


X = O (és Xo)} 
*) Il est évident que tout système à un degré de liberté est un système ergo- 
dique (à condition toutefois qu'il admette des moyennes sur le temps). 
13—0297 
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par conséquent, 


D'autre part, on a évidemment H (X) — H (X;), de sorte que 


6{H(X)—E Ô{H(Xo)—E 

= GE — 2 —vr (Xi) 
D'après le théorème de Liouville, dX = dX,. Il s'ensuit qu'après 
changement de variables, on doit avoir 


To T 


T 
F=— lim | | De (Xe) FIO(E, Xo)] dt dXs. 
0 


Inversons l’ordre d'intégration sur £ et X,; on trouve alors 
T 


F— À ws (Xc) dXo lim + | FIQ(, Xpldt= | w (Xo) F dXo 
® 0 


Or, en vertu de la condition d’ergodicité, la moyenne temporelle F 
ne dépend que de l'énergie H (X,), i.e. 


F = fr 14 (Xo)l, 
compte tenu de ce que 


F= (105 (Xo) fr LA (X0)] dXo: 


Or wz (X;,) n’est différent de zéro que pour H = E; par conséquent 
fr (H) peut être sorti de sous le signe d'intégration en posant H = E. 
On obtient finalement 


F=fr(E) | we(Xo 4Xo=fr(E)=F, 


ce qui démontre l'égalité des deux moyennes. 


On peut se demander s'il peut exister des systèmes mécaniques qui soient 
ergodiques dans le sens défini par (8.8). A première vue, il semblerait qu'on 
puisse répondre négativement à cette question. En effet, un système mécanique 
possède à priori, en plus de l'intégrale d'énergie, d'autres intégrales. Soit 

a (X) = «&, l’une de ces intégrales. La moyenne temporelle de la fonction 
®, (X) est évidemment égale à &, et dépend donc de «; et non pas de la cons- 
tante £ = &, de l'intégrale d'énergie. Or, pour tout système ergodique, les 
premiers membres de toutes les intégrales des équations de mouvement ®, = @;, 
Y, = By (où k = 2,..., n), l'intégrale d'énergie excepté, sont des fonctions 
multivalentes *) des coordonnées et des impulsions, irréductibles à des fonctions 
univoques. 


*) Pour préciser la notion d'intégrales multivalentes des équations de 
mouvement, il est utile de considérer les intégrales de mouvement d'un système 
caractérisé par la fonction de Hamilton 


2H = pi + off + pi + e3ç; 


$ 8] JUSTIFICATION DE LA STATISTIQUE CLASSIQUE 195 


Il semble cependant qu'on peut toujours reconnaître les intégrales uni- 
voques autres que l'intégrale d'énergie, ce sont les intégrales de la quantité de 
mouvement et les intégrales du moment cinétique. 

Or les systèmes considérés en thermodynamique ne possèdent ni intégrales 
de quantité de mouvement ni intégrales de moment cinétique. Par exemple, dans 
le cas d'un gaz, lors de la réflexion d'une molécule par une paroi, sa quantité 
de mouvement varie, ce qui entraîne une variation de,la quantité de mouvement 
(et du moment cinétique) du gaz tout entier. C’est pour cela qu'il était indis- 
pensable de préciser dans la définition des fonctions ergodiques F (q, p) que celles- 
ci devaient être univoques. Du point de vue de la physique, il ne convient évidem- 
ment d'envisager que des fonctions d'état univoques. 

Partant de la remarque concernant le caractère non univoque des intégrales 
des systèmes ergodiques, on peut arriver à la conclusion que la distribution micro- 
canonique est inévitable. Donnons-en la preuve. Le problème consiste à trouver 
une distribution de probabilité w (X) telle que les moyennes statistiques qu'elle 
permet de calculer fournissent les moyennes temporelles. Considérons la valeur 
moyenne de la dérivée par rapport au temps d’une fonction F (X) bornée. La 
moyenne temporelle de dF/dt est évidemment égale à zéro. On a en effet 


T 


F\_.. À (dF ,_. (Fi 


Par conséquent, la moyenne statistique de (dF/dt) doit être égale à zéro. Elle 
est égale 


— an an 
dF 0F : 0F_ 
(r)= 2 x 2 { 37 Xnv (X)4X. (8.12) 


Conformément aux équations de mouvement, on doit exprimer les Xe en termes 
des X,, de sorte que 


ET ° ° 0H 
D D TE An PE l=1,2,...,n. 
Transformons l'intégrale figurant dans (8.12) en intégrant par parties. 
2n , 
En remarquant que w disparaît aux limites d'intégration et que ÿ Re = 0, 
km 
on obtient 
FF an 
( ê J=—fr23 XX dÀ 
={ 


avec un rapport w,/w, irrattonnel (c’est le cas de la vibration d'un système quasi 
élastique à deux degrés de liberté décrivant des « figures de Lissajous » dans le 
plan g.. g2). L'une des trois intégrales ne contenant pas t est multivalente: cette 
intégrale est de la forme 


1 + Pi 1 Pa 
—— arct —— arct = f,=— const 
©; 8 O191 Os 8 LOETE Pa 


et contient des arctg, i.e. des fonctions multivalentes de p et q. 
13® 
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En égalant cette expression à zéro et en remarquant que la fonction F est arbitrai- 
re, on arrive à la conclusion que l'expression intégrée doit être nulle, i.e. 


2n 9 
Q D 
AS = 0, 
> XR 0Xh 
Rkusi 
Cette équation coïncide avec l’équation (4.4) et montre que w satisfait à la 


condition d'une distribution stationnaire. Il s'ensuit qu’en vertu de (4.5) w ne 
doit dépendre que des intégrales des équations de mouvement (YŸ, excepté): 


®, = H, Ds, . © 3 ®,, L'E ee Y,. 


Cela étant, w doit évidemment être une fonction univoque des coordonnées et 
des impulsions. Or, pour un système ergodique, seule l'intégrale ®, sm H est 
univoque, les autres étant multivalentes et telles qu'on ne peut construire une 
fonction univoque, puisque si on pouvait le faire, cette fonction serait une 
intégrale univoque, contrairement à l'hypothèse faite. Par conséquent, w ne 
peut dépendre que de l'intégrale de l’énergie. Or, comme on étudie un système 

‘énergie E donnée, la probabilité d'états ayant des énergies différentes de E 
doit être nulle et par conséquent la probabilité doit se présenter sous la forme 
microcanonique : 


w = Cô{H (X) — E). 


On notera que Birkhoff et Neumann ont établi les conditions nécessaires 
et suffisantes que doivent vérifier les trajectoires de phase des systèmes ergo- 
diques *). On connaît des exemples de systèmes ergodiques. 


Dans les applications de la statistique. il convient de savoir que 
les systèmes simples ne sont pas à priori ergodiques. En prenant l’exem- 
ple d’un modèle de gaz parfait contenu dans un vase à parois lisses 
et dont les particules ne présentent aucune interaction mutuelle 
($ 1), non seulement l'énergie totale du gaz, mais aussi l'énergie 
de chaque particule sont représentées par une intégrale de mouve- 
ment univoque dont dépendent les moyennes temporelles. Il en est 
de même pour les systèmes quasi élastiques à plusieurs degrés de 
liberté (dont l'énergie potentielle est une forme quadratique). Dans 
ce cas aussi, l'énergie de chacune des vibrations normales est une 
intégrale de mouvement univoque déterminant les moyennes tem- 
porelles. 

Néanmoins, on peut appliquer à ces systèmes les conclusions 
de la statistique classique. On le justifie en supposant que le système 
deviendra ergodique si on fait apparaître des forces d'interaction 
s’exerçant entre les particules. On admet que l'interaction nécessaire 
est tellement petite qu'on peut négliger l'énergie de cette interaction 
dans tous les calculs de physique statistique (par exemple dans l'expres- 
sion de la distribution microcanonique). Par conséquent, il est inutile 
de tenir compte des interactions dans les calculs. Dans le cas d’un 


[*) Un exposé succinct et critique des théories ergodiques est présenté 
dans le livre de A. Y. Khintchine, Fondements mathématiques de la mécanique 
statistique, Moscou, Gostekhizdat, 1943 (en russe).] 
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système quasi élastique (oscillateurs couplés), on doit supposer que 
l'introduction de liaisons non linéaires très petites est suffisante 
pour rendre le système ergodique. 


$ 9. Sur la signification de la notion de probabilité utilisée 
pour justifier la statistique fondée sur la mécanique classique 


Il a été démontré dans le paragraphe précédent que pour les systèmes méca- 
niques qui satisfont aux conditions d'ergodicité, l'égalité des moyennes tem- 
porelles et des moyennes microcanoniques constituait un f‘héorème de mécanique. 
Dans cette approche, la notion de probabilité ne peut avoir qu'une signification 
formelle, n'étant liée à aucun collectif. La théorie mécanique n'a que faire de 
cette notion, puisque les états successifs du système se déduisent irrémédiable- 
ment et de façon univoque de son état initial. La probabilité d’un état sert alors 
tout simplement de mesure de la durée relative de séjour dans un état donné. 

C'est la probabilité W (.#) pour que le système se trouve dans une certaine 
région # de l'espace des phases: | 


W(#)= | w (X)4X, 


# 


qui est égale à la durée relative de séjour du système dans la région .#. Posons 
que la fonction F (X) soit égale à l’unité pour les points X contenus dans la 
région # et qu'elle soit nulle pour tous les points X situés en dehors de la 


région #. En raison de l'égalité des moyennes F et F, on a 
T 
1 
| F(X)w(X)dX= lim TT | F(X) dt. 
T 00 Û 


Avec ce choix de F (X) le premier membre de cette égalité se réduit à | w(X)dX= 


# 
= W (2), l'intégration étant étendue à la région #. Dans le second membre 


T 
lim +Ûr dt est évidemment égale à lim #, où T 4 est la somme desinter- 
0 
valles de temps pendant lesquels le point représentant l’état du système se 
trouvait dans la région #. Par conséquent, 
T 4 
W(4)= lim Te 
T—00 
En particulier, 4W = w dX donne le temps relatif de séjour du point repré- 
sentatif dans l'élément dX. 
Il est possible de considérer d'un point de vue formel les temps de séjour 


relatifs comme des probabilités parce qu'ils satisfont aux mêmes relati ue 
les probabilités. En effet, le temps de séjour Te dans une région € constituée 
par les régions .# et 8 est évidemment égal à T y + T g. Par suite 
T T T 
1m = Jim —% + lim —%- 
lim T = lim T1 lim 7: 


ce qui correspond au théorème d'’addition des probabilités 
W(G6)=W(A)+W(S). 
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Voyons encore quelle est la signification de la notion de probabilité con- 
ditionnelle lorsqu'on l'interprète comme le temps de séjour relatif. Divisons 
l'espace des phases en deux parties: la première est définie par une partie des 
variables q et p (notons .#’ une région de ce « sous-espace ») et l'autre par les 
variables restantes (une région de ce sous-espace sera notée .#”). La région .# 
de l’espace des phases complet est donnée en définissant les régions .#’ et #”, 
de sorte que la probabilité de l'état se trouvant dans la région .# peut être repré- 
sentée sous la forme 


W(A#)=W (A, 4°). 


La probabilité conditionnelle pour que les variables du premier groupe 
soient contenues dans la région .#’, à condition que les variables du second 


groupe soient contenues dans la région .#”, est égale, par définition même des 
probabilités conditionnelles, à 


An W(é#) _ WCA#'. A") 
Mer CAE Te = W(#") e 
îci W (.£”) est la probabilité pour que les variables du second groupe se trouvent 


dans .#”, les variables du premier groupe pouvant avoir des valeurs arbitraires. 
Comme 


T 4 1» T ,» 
W (4, A) = lim ÈS. , W(4#7)=lim À , 
on obtient 
T ,, ,e 
We = lim . 


Ainsi, la probabilité conditionnelle donne le rapport du temps de séjour 
du système dans un état tel que les variables du premier groupe soient contenues 
dans la région .#’ et celles du second groupe dans la région .#", au temps de 
séjour total dans un état correspondant à la présence des variables du second 

oupe dans la région .#”. Par exemple, la probabilité conditionnelle pour que 
es impulsions aient des valeurs déterminées lorsque les coordonnées sont fixées 
donne le rapport du temps de séjour du système dans un état caractérisé par 
ces valeurs des impulsions pour sa configuration fixe au temps de séjour total 
du/système dans cette même configuration. 


$ 10. Système contenu dans un thermostat. 
Théorème de Gibbs sur la distribution canonique 


Dans les paragraphes précédents, on a envisagé des systèmes dont 
l'énergie reste constante, quelles que soient les transformations qu’el- 
le subit, à condition que les paramètres extérieurs restent constants. 
Du point de vue de la thermodynamique, on devrait considérer ces 
systèmes comme des systèmes énergétiquement isolés contenus dans 
des enceintes adiabatiques rigides. 

Maintenant il s'agit de passer à l'étude de systèmes échangeant de 
l'énergie avec les corps environnants. En thermodynamique, à 
cette dernière approche correspond un système entouré par un très 
grand thermostat ayant une température donnée. Il est évident qu'aus- 
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si bien l’une que l'autre approche sont des idéalisations assez gros- 
sières. Le modèle d’un système contenu dans un thermostat semble 
être plus adéquat à la réalité qu'un système n’échangeant absolu- 
ment aucune énergie avec le milieu environnant pendant un temps 
infiniment long. D'autre part, quoique le modèle d'un système isolé 
permette de tirer différentes conclusions, l’utilisation du « système 
à thermostat » simplifie beaucoup l'étude. C'est pour cela que, 
partant de la distribution microcanonique pour un système isolé, 
on s’efforcera de trouver l'expression de la probabilité d'un état 
donné pour un « système à thermostat ». On procédera comme suit. 

Soit un système énergétiquement isolé ©? composé de deux par- 
ties: Ÿ, (rx degrés de liberté, r7 coordonnées et r impulsions) et ZX, 
(m degrés de liberté, m coordonnées et m impulsions). C'est l’état 
du système =, que l’on cherchera à déterminer, le système Z, jouant 
le rôle de thermostat dans lequel est contenu le système X,. Conve- 
nons de représenter l’état du système Z, par le vecteur X (X, = q», 
Xntx = Po k = 1, 2, ..., n; qx et p, sont les coordonnées et les 
impulsions du système ©,). Dénotons par dX l'élément correspon- 
dant du volume de phase. L'état du système ZX, sera défini par le 
vecteur Ÿ (ayant pour composantes yy = Qu; Ym+y = Pr; dY est 
l'élément du volume de phase). 

L'état du système © tout entier sera alors défini par deux vec- 
teurs X et Ÿ appartenant à deux espaces des phases différents. Un 
élément de volume de l'espace des phases du système Z sera évi- 
demment égal à dq, ... dp, dQ, ...dP,, = dX dY. La proba- 
bilité d'un état (X, Y) du système est donnée par une distribution 
microcanonique et vaut 


dW(X, Y)=CS{H(X, Y)—E}daX dY, (10.1) 


où H (ZX, Y) est l'énergie du système X. 

Il s’agit de calculer la probabilité d'un état donné du système ZX, 
pour tous les états possibles du système Z,. Conformément au théo- 
rème de composition, cette probabilité est égale à 


dW(X)= | dW(X, Y)=dXC | 8{H(X, Y)—E}dY, (10.2 
(2) (Y) 
où l'intégration est étendue à la totalité de l’espace des phases du 
système X»,, donc à tous les Y;. 


Supposons que l'énergie du système Z se compose additivement 
des énergies de ses parties Z, et Z:, à savoir 


HY{X, Y) = Hi (ZX) + 2 ). (10.5) 


Cela implique qu'on négligera dans les calculs l'énergie dxtérac® 
tion mutuelle des systèmes Z, et Z,. On notera que si l’éngxgagru aix 
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teraction mutuelle était nulle, aucune interaction ne se produirait 
entre les systèmes. Or nous supposons que l'énergie d'interaction 
mutuelle est différente de zéro (cf. p. 196), quoique tellement petite 
qu'on peut la négliger dans les calculs. Mais comme on admet que 
c'est l'énergie du système tout entier qui reste constante et non pas 
les énergies H, et H, de ses parties, on tient compte dans les calculs 
de l'échange d’énergie entre Z, et Z.. Le fait de négliger l'énergie 
d'interaction mutuelle permet de considérer l'énergie H, (X) du 
système ©, comme une fonction déterminée de l'état de ce système 
2, indépendante de l'état du système Z,. Remarquons qu'en ther- 
modynamique on considère presque toujours que l'énergie d’un sys- 
tème se compose additivement des énergies de ses parties, ce qui 
revient à traiter le problème dans la même approximation. 

En utilisant (10.2) et (10.3) on trouve que la probabilité dW (X) 
est donnée par 


dW(X)=dX C | 6€, (X)+ÆH:(ŸY)—E}dY. 


Intégrons d’abord sur la couche infiniment mince comprise entre 
deux surfaces d'énergie H, = e et H, — e + de dans l’espace des 
phases du système Y.. En dénotant par Q, (e) de le volume de phase 
de cette couche, on a 


dW(X)=aX C | {Hi(X)+e—E} Où (e) de. 


En mettant à profit la propriété de la fonction 6 (£) *) on obtient 
dW (X)=CQ, {E — H,(X)} dA. (10.4) 


Dans ce qui suit on passera au cas limite où le thermostat (sys- 
tème Z.) est très grand et où le nombre m de degrés de liberté aug- 
mente indéfiniment. Afin d'éviter les complications mathématiques, 
on donnera les développements ultérieurs pour le cas particulier où 
le système ©, est un gaz parfait (contenant W particules de masse 
M) puisqu'on a déjà étudié au $ 1 la forme de la surface d'énergie 
d’un gaz parfait. En notant Y, (e) le volume de phase à 2n di- 
mensions contenu à l'intérieur de la surface d'énergie H, (Y) = e, le 
volume de la couche considérée est évidemment égal à 


r dY 
Q,(e).de= 302 de. 


x+b 
) | O66e-Da-r 6 


Xx—-a 
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La quantité Ÿ, (e) est égale à 


Y:@)= | dY= |... | du dus... dax Pis. dPyrs 
Ho<e He<e 
Le domaine d'intégration est défini par 


N 
1 
B%)=57 D, (Pix + Piyt Ph) HU (tu Vis... 2x) <e. 

ii 
Quelles que soient les valeurs de x;, y;, z; à l’intérieur du récipient, 
l'énergie potentielle U — 0; par conséquent, pour les valeurs zx;. 
Yi, Z3, On doit intégrer sur l’espace des impulsions à l’intérieur de- 
la surface définie par 


N 
1 
OM D (Pix + Piy + Pi) = e. 
{mi 
Après avoir effectué cette intégration, on trouve que le volume d’une: 


sphère à 3 dimensions ayant un rayon R = V 2Me est égal à 
const - e°N/? [17]. En intégrant ensuite sur les coordonnées de chacune- 
des molécules, on intègre sur le volume du récipient et on trouve le- 
volume V. Après avoir intégré sur les coordonnées de toutes les molé-- 
cules, on trouve VN. On a donc 


Yo (e) = const: VNesN/:, 
et en ne tenant compte que de la dépendance avec €, on écrira 


Y, (e) = const: e*N/?, 
On en déduit 


Q, (e) = 


Es = const. Ÿ esN/2-1— Be, 


où o& — 3/2 — 1 et B, est indépendant de €. En portant cette- 
expression dans (10.4) on trouve 


dW (X)=CB, (E — H,)° dX. (10.5) 


Si on fait croitre indéfiniment les dimensions du thermostat, on 
doit passer à la limite o —+ ©, l'énergie totale Æ du système ZX ten- 
dant vers l'infini. On supposera néanmoins que le rapport E/06 = 6: 
reste constant dans le passage à la limite. En exprimant dans (10.5) E° 
en fonction de Go on obtient 


dW (X)=CB,E° (1-52) ax. 
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En passant à la limite (o —+ ) et en remarquant que lim (1 — 
— 1/6)° — e”*, on obtient 


— H1/0 
dW(X)=aX limCB;E (1-5) =dX <> —, (10.6) 


où on a introduit la notation lim CB,E9 = 1/Z. 


O—00 
En introduisant pour la constante de normalisation Z la notation 


Z=e-vre = | eue ax (10.7 


et en rejetant l'indice 1 auprès de H (puisqu'on n'aura plus à con- 
sidérer le système ©.) on obtient l'expression de la probabilité des 
états du système Z, [avec la fonction de Hamilton H (X)], à savoir: 


dW(X)= exp {5 ax. (40.8) 


C'est la distribution dite canonique ; la constante @ est appelée mo- 
dule de la distribution. 

On a démontré ainsi qu'une petite partie d'un grand système 
caractérisé par une distribution microcanonique présente une dis- 
tribution canonique des probabilités d'états. Ce théorème, appelé 
souvent théorème de Gibbs, n'est juste que si l'énergie du système 
tout entier se compose additivement de l'énergie d’une petite partie 
et de l'énergie du système restant, de sorte qu’on peut négliger leur 
énergie d'interaction mutuelle. On a démontré le théorème pour le 
cas particulier où le « grand » système était un gaz, mais on peut 
le démontrer pour le cas général *). 

La probabilité d'un certain état pour un système en thermostat 
pour une distribution canonique doit être interprétée, comme cela 
découle de sa déduction, comme la probabilité dans une distribution 
microcanonique, c'est-à-dire comme le temps de séjour relatif dans cet 
état. 

En intégrant (10.8) sur la couche comprise entre les surfaces 
d'énergie constante H (X) — E et H (X) = E + dE, on trouve la 
probabilité pour que l'énergie du système soit comprise entre Æ 
et E + dE: 

H(X)=E+4E 


dW(E)= | exp {—52) aX = exp { =} Q (E) dE. 
H(X)}=E 


“) La démonstration du théorème pour le cas général est donnée, par 
excmple, dans les ouvrages suivants: Khintchine A. Y., Fondements mathé- 
matiques de la mécanique statistique, Moscou, Gostekhizdat, 1943 (en russe), 
et les compléments rédigés par Kroutkov Y. A. à la traduction russe du livre 
de Lorentz H. A., Les théories statistiques en thermodynamique, 1916. 
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Q (E) dE désigne ici, comme ci-dessus, le volume de phase de la 
couche comprise entre H (X) — E et H (X) — Æ + dE. 11 s'ensuit 
que le système considéré peut posséder non pas une seule énergie 
déterminée, mais plusieurs valeurs de l'énergie, et ce avec une pro- 
babilité déterminée ; cela tient à la possibilité d'échange d'énergie 
entre le système et le « thermostat » qui l'entoure. 

Si le nombre de degrés de liberté est très grand, les écarts rela- 
tifs de l’énergie du système par rapport à sa valeur moyenne, i.e. 
ses fluctuations, seront très petits. Pour le démontrer, considérons 
e cas particulier d’un système dont l'énergie 77 (X) se compose ad- 
ditivement des énergies des particules séparées (en négligeant l'é- 
nergie de leur interaction mutuelle), notamment le cas des gaz par- 
faits pour lesquels 

N 
H(X)=2 HiX) 
et 


dW (X) = exp [RE Ex CO) } dX,...dX,, 


où X,, Xe, ..., XNA dénotent l’ensemble des coordonnées et des 
impulsions de chacune des W particules. La probabilité dW (X) se 
présente sous la forme d’un produit de fonctions ne dépendant que 
de l’état des particules séparées, i.e. 


dW (X) = dw(X,) ... dw(X »), 
les états des particules séparées étant statistiquement indépendants 
les uns des autres. 


Les écarts (ou « fluctuations ») de l'énergie du système par rap- 
port à la moyenne seront 


N N 
AH=H—H= D {H(X)—H(X)}=2 Ar 


Le carré moyen des fluctuations est égal à 
N 
AHÈi= >) AHAH,+ > AHi. (10.9) 
ik i=1 
Mais comme les états des différentes particules sont statistiquement 


indépendants les uns des autres, on a 
AH AH, =AH AH, =0, 
puisque 
AH;,=t0. 
De ce fait, la première somme s'élimine de (10.9). En remarquant en- 
core que du fait que les particules sont identiques, tous les AHŸ 
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sont égaux entre eux, on obtient 


AH=NAHY (pour i quelconque). 


Le plus pratique est de caractériser les écarts par leur valeur rela- 
tive AH/H. Par conséquent, le carré moyen des fluctuations relatives 
de l'énergie s'exprime par 

AH3 __NAH} _ AH; 


H3 (NH)?  NHi 


ce carré moyen tend évidemment vers zéro à mesure que le nombre V 
de particules augmente [18]. 


$ 11. Fonctions et égalités thermodynamiques 


On se propose de montrer qu'on peut déduire des propositions 
générales de la théorie statistique les principales équations de la 
thermodynamique des transformations quasi statiques (i.e. des trans- 
formations infiniment lentes, réversibles). On montrera notamment 
que la grandeur 6 (« module des distributions canoniques ») est égale 
à la température absolue du thermostat, repérée en certaines unités 
de mesure, et que Y représente l'énergie libre du système considéré. 
Il s'ensuit que, connaissant la structure moléculaire du système, 
on arrive à calculer ses fonctions thermodynamiques. 

Commençons par récapituler les principales propositions de la 
thermodynamique des transformations quasi statiques (i.e. infi- 
niment lentes, réversibles). 

1. Pour les transformations infiniment lentes, l'expression 


dE + À,da  +...+ 4, da: 


(où E est l'énergie interne du système et 4,, 4:, ..., À, sont les 
valeurs d'équilibre des forces généralisées correspondant aux para- 
mètres extérieurs @j, Go, . - ., &y) à Un facteur intégrant, quel que 
soit le nombre de variables a4. 

2. Parmi les différents facteurs intégrants de cette expression, 
il en est un qui ne dépend que de la température. L'inverse de ce fac- 
teur porte le nom de température absolue 7. D'une façon générale, 
quelle que soit l'échelle utilisée, on appelle température une fonc- 
tion quelconque de l'énergie et des paramètres extérieurs, jouissant 
de la propriété d’avoir la même valeur pour des corps se trouvant en 
équilibre, même si ces corps sont soumis à l'action d'un champ de 
forces extérieures arbitraire mais constant. 

3. L'’entropie S du système est définie par l'égalité 


T dS = dE + Ada +...+ Aidui. (11.1) 
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L'entropie est une fonction d'état du corps et peut être exprimée, 
par exemple, en fonction de Æ, a;, &, .. Le 
4. On appelle énergie libre la fonction d'é état définie par 


YW—E—TS. (11.2) 


Si Y est donné en fonction de T, a,, a, . .., a,, on l'appelle « fonc- 
tion caractéristique » de ce choix de variables indépendantes; cela 
signifie que par différentiation de cette fonction on peut trouver les 
expressions de Æ, À;,, S. En effet, en résolvant (11.2) par rapport à 
S et en substituant l'expression ainsi obtenue dans (11.1) il vient 


dE = RE dT — Ajda,— ...— Ajdur. (11.3) 
Cette relation est équivalente aux relations 
0Y 
T7 =Y—E, (11.4) 
0Y 
Gas = Ah; k—=1, 2, ...,1. (11.5) 
Notons que les quantités À,, À4,, ..., A, et E entrant dans 


toutes ces relations se rapportent à l'état d'équilibre et de ce fait les 


A, sont des valeurs moyennes que l'on doit dénoter par A,. Dans le 
cas d’un système non isolé, on doit aussi entendre par 4, la valeur 


moyenne À. 

Considérons maintenant un système dans le thermostat, dont la 
probabilité de se trouver dans un certain état est donnée par la dis- 
tribution canonique faisant intervenir les paramètres indépendants 
O, a, do, . . ., ay. (La fonction de Hamilton du système dépend des 
paramètres extérieurs a,.) Supposons que seule l'énergie potentielle 


U = UÙ (q, a, do, . .., @i) 


dépend des paramètres extérieurs, l’énergie cinétique en étant indé- 
pendante. L'énergie potentielle inclut évidemment non seulement 
l'énergie potentielle réciproque des différentes parties du système, 
mais encore l'énergie de son interaction avec les corps extérieurs dont 
les positions sont données par les paramètres a, &+, . -., a. 
Dans l'exemple analysé au $ 1, U inclut l'énergie d'interaction 
des molécules avec les parois du récipient. La quantité Y figurant 
dans la distribution canonique, étant définie par l'égalité (10.7), 
dépend donc, elle aussi, des paramètres 6, a;, a, . .., ay. Les va- 
leurs moyennes de n'importe quelles fonctions de gqg et p, i.e. les 
valeurs d'équilibre de n'importe quels paramètres intérieurs, sont 
aussi fonctions de 6, a, a, ..., ai. @ peut servir de mesure de la 
température dans une certaine échelle de température. Pour le prou- 
ver, divisons le système 2, considéré en deux parties: 2, et Z2, 
de sorte que dX = dY dZ. En supposant que leurs énergies se com- 
posent additivement : H (X) = H, (Y) + H, (2), la probabilité d'un 
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état donné du système Z, sera donnée, en vertu du théorème de 
composition des probabilités, par 


w,(Y)dY = dY (exp [ET } 47 = 


= dY exp ç_ 10) | exp (Ro) dZ = exp (2-20) dY, 
où 
ox (4}= [ep (HO) 7 
On trouve de même pour la deuxième partie du système 
w, (Z) dZ = exp (22) az. 


On a obtenu ainsi pour chacune des deux parties du système des 
distributions canoniques de même module 6. Il s'ensuit que lors- 
qu'on se trouve en présence de deux parties d’un seul système, sus- 
ceptibles d'échanger de l'énergie, @ a la même valeur, ce qui si- 
gnifie que © jouit de la principale propriété de la température. 

Considérons maintenant une transformation qui s'accompagne 
d'une variation des paramètres extérieurs et de l’état du thermostat, 
donc d'une variation de ©. Posons que ces variations soient telle- 
ment lentes qu'on puisse considérer ces quantités comme constantes 
pendant le temps nécessaire pour prendre la moyenne. (Pour que 
cette condition soit vérifiée, il suffit de poser, par exemple, a; — 
— af + Àt, de sorte que pour À +0, das/dt — À +0, et de poser 
que le temps T pendant lequel on prend les moyennes soit égal à 
T = T,/V à, de sorte que pour À +0, T >», mais la variation 
que subit a, pendant cet intervalle de temps sera égale à Aa, — 
= ÀT = TVA —+0.) 


Pour une telle transformation, composons l'expression 
dE + S À, das. (11.6) 


La force généralisée s’exerçant dans le sens du paramètre a, est 
égale à 


Les valeurs moyennes de Æ£ et 4, sont respectivement égales à 


E=(Haw=\H(x, a)«v-meax, (11.7) 


e 


ww: 0H 
A = | AW = — | LE etV-HN GX. (11.8) 


8 11] FONCTIONS ET EGALITÉS THERMODYNAMIQUES 207 


Transformons l'expression de 4,. Puisque 
— 9H ,jw-uye — gevie 2 ,-He 

ôan dar 7 
on a 

A, = gere 5 | e-HIe dX. 

0ar 
En remarquant que 
| e-HI8 dX =e-vIe, (41.9) 


on obtient 


— ô 0Y 
Ax=Gevie ete = — 8ay, * (11.10) 


Transformons de la même façon l'expression de £. Pour ce 
faire on utilisera la relation 


HetY-HY8 — O2ew/e _. e-HI®, 
ainsi que les relations (11.7) et (11.9). On obtient alors 


E= | Hetr-nve ax = evieg? A | e-H1e aX = Grove eve, 


ou bien 
nn] oY 
E=V—-6——<. (11.11) 
En portant (11.10) et (11.11) dans (11.6), on obtient la relation 
A — 0Y 0Y 0Y 
dE+ Y Axday = dY—d 5 )- du = — Où (+5); 
(11.12) 


qui montre que 1/0 est le facteur intégrant du premier membre. 
On a déjà établi que © caractérisait la température du thermostat, 
et comme 1/6 est le facteur intégrant de l'expression (11.6), on ar- 
rive à la conclusion que 6 est la température absolue mesurée en 
certaines unités *). En notant 7 la température absolue en kelvins 
on a 

O = AT, (11.13) 


où k est la constante de Bolitzmann. On verra au $ 12 que k—1,38 X 
x 10-% J/K. 


*) On laisse au lecteur le soin de démontrer que 6 est un seul facteur inté- 
grant qui, dépendant de la température, ne dépendfpas de ay [19]. (On notera 
que 04,/68 Æ 0.) 


208 FONDEMENTS DE LA THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE CLASSIQUE [CH. 2 


En identifiant (11.1) et (11.12) on trouve 


(4 S 
L'égalité (11.11) donne maintenant 
YW—E-TS. (11.45) 


Il s'ensuit que Ÿ représente l'énergie libre du système considéré. 
Les égalités (11.10) coïncident avec les égalités (11.5). 

L'énergie libre étant une fonction thermodynamique caractéristi- 
que, la solution de nombreux problèmes se ramène au calcul de l'é- 
nergie libre. Selon (11.9) l'énergie libre est égale à 


Y=—OIn |e-#xYe x. (11.16) 


Pour pouvoir calculer l'énergie libre, on doit calculer l'intégrale 
Z— | e-H(XY6 GX. (11.17) 


que l'on appelle intégrale d'états ou intégrale statistique (201. 

En intégrant dans (11.17) d’abord sur la couche de l’espace des 
phases comprise entre les surfaces d'énergie constante Æ et E + dE, 
on peut évidemment, en introduisant la fonction Q (E), écrire l’in- 
tégrale statistique sous la forme d’une intégrale simple: 


Z= | e-El8Q (E) dE. (11.18) 


Enin 


On notera que si l’énergie du système se compose additivement des 
énergies de particules individuelles identiques, on a 
N 
H(X)= > H,(X4), 


{mi 


où X}, dénote l’ensemble des coordonnées et des impulsions d’une 
k-ième particule et Æ, est l’hamiltonien d’une particule; dans ce 
<as on a 


7— ( exp {At EME ? ax, . dXN= 
= | exp {- 20)) dX, ... | exp {— HD ox y, 


où z — \ exp {— H, (X,)/8} d4X, est l'intégrale statistique prise 


dans l'espace des phases d’une particule (espace u). Dans ce cas l'é- 
nergie libre est égale à 


Y = —_ON In z. 
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En thermodynamique, l'énergie libre est déterminée à un terme 
de la forme C,9 + C: près, où C, et C, sont des constantes indeé- 
pendantes de 6, a, a, . .., ar. Il est facile de s'assurer à l'aide de 
(11.4) et (11.5) que les expressions de l'énergie et des forces généra- 
lisées ne changent pas si on ajoute à Ÿ des termes de la forme indi- 
quée. [1 s'ensuit qu'aucune autre grandeur déduite de W et possé- 
dant une signification physique concrète ne change non plus. 
Le fait que l'expression Y = £ — TS est incomplètement détermi- 
née correspond à la présence de constantes arbitraires dans l'énergie E 
et l'entropie S. On notera que C, et C, peuvent dépendre du rombre 
de particules contenues dans le système considéré. On peut mettre à 
profit cette circonstance, autrement dit faire en sorte que l'énergie 
libre jouisse de la propriété d'additivité, c'est-à-dire qu'elle soit pro- 
portionnelle au nombre de particules pour une densité donnée du 
Corps. 


$ 12. Application de la statistique classique 
à l’étude d’un gaz parfait monoatomique 


Les résultats obtenus ci-dessus seront appliqués tout d’abord à 
un gaz parfait monoatomique. On admettra que les molécules du 
gaz n’interagissent pas entre elles et que l’état de chacune des W 
molécules n'est caractérisé que par sa position spatiale et les impul- 
sions correspondantes. Le système possède donc 34 degrés de liberté. 
La surface d'énergie de ce système a déjà été examinée au $ 1. 

Pour pouvoir déterminer les grandeurs thermodynamiques carac- 
térisant le gaz, on doit commencer par calculer l'intégrale statisti- 
que Z. 

La fonction de Hamilton du gaz est 


N N 
1 n LU Y 
He D (phs + Phyt Phe) + D, U (au Us 2x). (12.1) 
Ram i Ru 1 


A l'intérieur du récipient contenant le gaz, l'énergie potentielle U 
est égale à zéro, mais prend de très grandes valeurs positives près 
des parois. L'intégrale statistique est égale à 

Z = | exp {5} dX = \ CXp {Ce a) À dr, dy, dz, ... 


. | exp {— Ce tm en) } dxx dyn d2n * 


N . ra PY, 
X J EXP {— PE} dpis ... | exp {- 5} dPyz 


Dans les intégrales sur les coordonnées des points intérieurs on a 
U = 0. Au voisinage des parois, U augmente et e-V/8 tend vers zéro. ]1 


14-0297 
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s'ensuit que 
f 
| EXP {— Er u dm dn du = | | | dry dun den = V, 
V 


V étant le volume du récipient. 


+oo 
Chacune des intégrales de la forme \ exp {—pf,/2mO} dp;. est 
+00 © 
égale à (2m0)!/° | exp {—E*} dE — (21m0)!/°. Par conséquent, 


Z = V" (21m0)°"/?. 
Conformément à ce qui a été dit à la page 208, l'intégrale statis- 
tique Z du gaz est égale à l'intégrale statistique d’une seule parti- 
cule z = V (2xm@)°/° élevée à la puissance N: 
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In 21m. (12.2) 


2 
À l’aide de (11.10) on obtient l'équation d'état 
— (À 4 N6 
D= = 7%: (12.3) 
En utilisant (11.11) on trouve l'expression de l'énergie 
= 0Y 3N6 


La formule (12.3) représente évidemment l'équation de Clapeyron. 
Si on a affaire à une mole de gaz, NV est la constante d'Avogadro égale à 
N = 6,02:10% mole-!, et par conséquent 


NO=RT. 
Comme À =8,31 J/(mole-K), on tire de 


RT 


k — RIN = 1,38-10-*% J/K. C'est la constante dite de Boltzmann. 
On a déterminé ainsi le facteur qui restait encore indéterminé dans 
la relation 6 — XT, où O6 est la température donnée en unités éner- 
gétiques. On déduit aussitôt de (12.4) la capacité calorifique du gaz: 


—9E _3Nk 3 p (12.6) 


Les théorèmes généraux qui ont été précédemment démontrés 
permettent de trouver pour notre gaz, outre les relations thermody- 
namiques générales, la distribution des vitesses des molécules. On 
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peut en effet assimiler chacune .des molécules au système étudié 
et faire figurer toutes les autres dans le thermostat. Par suite, la 
probabilité pour qu'une molécule donnée ait des impulsions et des 
coordonnées comprises dans les intervalles donnés 


(Pxs Px + dPxi Pys Py + dPyi Pzr Pz + OPii 
T, 2 + dr; y, y + dy; z, z + d2) 
est donnée par la distribution canonique 


dW = C exp {_-Htebe) dp; dp, dp. dx dy dz; 


en y remplaçant les impulsions p,, p,, p. par les vitesses £ — p,/m, 


—2 —1 0 1 2 
E/V2KT /m 
Fig. 6 


etc., et en déterminant C de la condition de normalisation, on ob- 
tient 


_1f mm _\s2,, m (5° + n° +0?) 


C'est la distribution des vitesses d’après la loi de Maxwell. La figure 6 
représente le graphe de la fonction 


2nkT \1/2 2 
1E= (ET) exp{- À) 
pour deux valeurs de T se trouvant dans le rapport 4 : 4. 


En intégrant (12.7) sur une couche sphérique dans l’espace des 
vitesses, i.e. sur tous les &, n, & vérifiant l'inégalité 


LV E+ n+C<v+ dv, 


ainsi que sur tous les z, y, z, on obtient la probabilité dW (v) pour 
que la valeur absolue de la vitesse soit comprise entre v et v + d: 


dW (v) = 4n (er )* exp {—5) v® dv =F(v) du. (12.8) 


14% 
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La figure 7 représente le graphe de F (v) pour les mêmes valeurs de 7 
que plus haut. 

Il importe de bien distinguer (12.7) et (12.8). La densité de pro- 
babilité est évaluée dans (12. 7) pour l'unité de volume de l’espace des 
phases et présente un maximum pour Ë = n — & — 0. D'autre part, 
dans (12.8), la densité de probabilité est rapportée à un intervalle de 


F(v) 
2 
r 
1 
4T 
0 1 2  v/V2kT/m 
Fig. 7 


vitesses égal à l'unité; elle croît d’abord avec la vitesse, puisque les 
volumes des couches sphériques dans l'espace des vitesses augmen- 


tent, atteint un maximum pour v = Um = V 2kT/m et décroît 
ensuite. La valeur v, correspondant à son maximum est la vitesse 
la plus probable. 

A l’aide de (12.8) on détermine la valeur de la vitesse quadratique 


Remarquons encore que la vitesse qudratique moyenne est liée à 
la vitesse a du son dans le gaz par une relation simple. D'après la 
formule de Laplace 
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où M est la masse molaire du gaz. Comme R/M = k/m, on a évi- 


demment 
Vri=ViCiCa. 
Pour des gaz différents le rapport C,/C, des capacités calorifi- 
ques varie de 1,2 à 1,66. Il s'ensuit que VS et a sont du même ordre 


de grandeur. La vitesse quadratique moyenne V cv? est près de 1,5 
fois plus grande que a. Pour les gaz monoatomiques, C,/C, est égal à 
1,66 (voir $ 17), de sorte que 


Vo = 3a/V 5 = 1,340. 


$ 13. Distribution de Maxwell-Boltzmann pour 
les systèmes à énergie additive 


Pour tout système dont l'énergie est égale à la somme des énergies 
des particules séparées, la distribution de celles-ci est analogue à la 
distribution de Maxwell et on l’appelle distribution de Maxwell-Boltz- 
mann. Pour établir cette distribution, on peut utiliser à nouveau le 
procédé où le « système » est constitué par une seule particule, toutes 
les autres (dont le nombre est très grand) faisant office de thermostat. 
La probabilité des états de la particule choisie pour système (disons 
que c’est la première particule), lorsque les états de toutes les autres 
sont arbitraites, sera donnée par la distribution canonique 


dW (X,)= const-exp (52) dX;, (13.1) 


où X, désigne l'ensemble des coordonnées et des impulsions d’une 
seule particule, dX, le produit de leurs différentielles, H (X,) l’é- 
nergie de la particule considérée. La valeur de la constante doit être 
trouvée à l’aide de la condition de normalisation et dépend de 6. 

On peut déduire aussi l'expression (13.1) de la distribution cano- 
nique établie pour la totalité du gaz (ï.e. pour l’ensemble de toutes 
les particules): 


AW (Xy Xan ..., Xw)= 


= exp {ED CD CN ? 4x, dX, … dXy. 


Pour trouver la probabilité de l’état de la première particule (les 
états de toutes les autres particules étant quelconques), qui est égale à 
aW (X)= |... | dW(Xs Xe ..., Xn), 

N=1 


on doit intégrer le second membre sur les variables X,, ZX -.. Zn 
déterminant les états de la 2°, 3°, ..., N-ième particule. On retrou- 
ve alors l’expression (13.1). 
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On peut formuler différemment le théorème de la distribution 


de Maxwell-Boltzmann : le nombre moyen dn (X.,) de particules se 
trouvant dans un état donné est égal à N dW (X,) *). On trouve à 
l’aide de (13.1) 


dn= N const-exp { +} AX 4e (13.2) 


Il importe de noter que les expressions (13.1) et (13.2) ont des signi- 
fications différentes. En se remémorant que la probabilité d’un 
état représente le temps de séjour du système dans cet état, l’ex- 
pression (13.1) caractérise le temps de séjour d’une particule donnée 
(la première par exemple) dans l'état dX,, tandis que l'expression 
(13.2) donne le nombre moyen (dans le temps) de particules se trou- 
vant dans l’état considéré. Ces deux énoncés sont parfaitement équi- 
valents tant qu'on reste dans le cadre da la statistique classique. 

Si le gaz contient des particules d'espèces différentes (c'est le 
cas d’un mélange de gaz), si les nombres totaux des particules d’es- 
pèces différentes N,, N,, ..., sont donnés et si l'éventualité des 
réactions chimiques est exclue, l’expression (13.1) s'applique aux 
particules de toutes les espèces, tandis que l'expression (13.2) sera 
évidemment remplacée par les expressions 


dr (A) = NC exp { — A) aX, 
dns (Y) = NC, exp {[_- 20 dY, ..., 


où X, Y, ... dénotent les états (ensemble des coordonnées et des 
impulsions) d’une particule de la première, deuxième, etc., espèce, 
H, (X), H, (Y), ... les énergies correspondantes d'une particule 
des différentes espèces et dr, (X), dn, (Y), . . . les nombres moyens 
de‘particules se trouvant dans ces états. 


*) Démontrons cette relation, quoiqu'elle est presque évidente. Posôns 
que (Xx) = 1 lorsque le point de phase de la k-ième molécule se troufe à 
l'intérieur de dX1, et que x (X;,) = 0 si son point de phase se trouve hors de 
dX,; on a alors 


N N 
dn= D) X(Xx), dn= >) x (An). 
Remi hum 
Or 


X (Xn) = 1°4W (X1) + 0-1 — dW (X,)] = dW (X:), 
où dW (X:) est la probabilité pour que la molécule tombe dans dX;,. Par con- 
séquent, 


N N 
En(X)= À x An)= D dW(X)=N dW (Xi). 
Rai R=1 
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A titre d'exemple, considérons un mélange de gaz soumis au 
champ de pesanteur. Dans ce cas 


Hi=sn + mes, 


où p est l'impulsion de la particule, m, la masse de la particule du 
premier gaz, z la coordonnée cartésienne verticale de la particule. 
On a alors 


dn, (p, 2} =N;C; exp {— MS — TE TE} dp, dp, dp, dx dy dz. 
Pour une particule du deuxième gaz on aura de même 


dn: (p, z) = NC exp {- — — TRE } dp, dp, dp, dx dy dz. 


Après avoir intégré sur les impulsions, on retrouve la « formule 


dn; . 
barométrique » pour les concentrations v, — PELLE des consti- 
tuants du mélange gazeux : 

m£z M ,gz 
V, = Const-exp {+ } — const-exp {— RT hs 


où M, est la masse molaire du premier gaz. Cette formule montre 
que les gaz de plus grandes masses molaires se rassemblent surtout 
en bas, tandis que les gaz légers se propagent jusqu'aux plus grandes 
altitudes. Comme la distribution réalisée caractérise un état d’é- 
quilibre thermodynamique, la température T' est constante et indé- 
pendante de l'altitude. 

La vitesse moyenne des particules liée à la température par la 
relation (12.9) est également indépendante de l'altitude. On a émis 
des doutes quant à la justesse de cette assertion, ce qui revenait à 
mettre en doute le second principe de la thermodynamique qui justi- 
fie cette assertion. Ces réfutations s ‘appuyaient sur certaines « con- 
sidérations de bon sens ». Avec la montée à l'altitude z, l'énergie 
cinétique de chaque particule doit diminuer conformément à l’équa- 
tion : 

mu? mu 


2 2 


On en concluait que l'énergie cinétique moyenne des particules (et 
donc la température) devait être plus petite à grande altitude. Cette 
conclusion, qui implique la possibilité de réaliser un perpetuum mo- 
bile de seconde espèce, résulte d’un malentendu. En effet, les molé- 
cules lentes se trouvant à basse altitude ne possèdent pas une éner- 
gie cinétique suffisante pour pouvoir aller se placer à haute altitude. 
À une altitude z ne parviendront que les molécules pour lesquelles 

v®/2 >> mgz. Par conséquent, dans le calcul de la moyenne, les 
molécules les plus lentes se trouvent automatiquement éliminées 


= — Mmp£z. 
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et l'énergie cinétique moyenne sera la même en bas et en haut, comme 
le prouve un calcul simple *). 

On notera aussi que lorsqu'on ne peut pas négliger les forces d’in- 
teraction mutuelle entre les particules, la formule de Boltzmann 
(13.2) cesse en général d'être valable, puisque dans ce cas l'énergie 
d'une particule individuelle n'est pas une grandeur déterminée par 
suite de l’existence d'une énergie d'interaction entre les particules. 

Dans certains cas, les forces s’exerçant sur une particule peuvent 
être assimilées, de façon approchée, à des forces extérieures (en posant 
que la distribution de toutes les autres particules est donnée). On peut 
alors utiliser la formule de Boltzmann (13.2) pour la distribution des 
particules suivant les vitesses et les coordonnées en tant que for- 
mule approchée. Par contre, l'expression pour la distribution de 
Maxwell suivant les vitesses reste valable dans tous les cas, i.e. 
pour les liquides et les solides. En effet, puisque l'énergie cinétique 
est toujours égale à la somme des énergies cinétiques des particules 
individuelles, les considérations ci-dessus restent en vigueur dans 
tous les cas si on n’envisage que la distribution suivant les vitesses. 


Problèmes 


1. Trouver l'énergie libre, l’équation d'état, l'énergie totale et la capacité 
calorifique d'un gaz parfait polyatomique. On admettra qu'aucune interaction 
mutuelle ne s'exerce entre les molécules, que chaque molécule possède v degrés de 
liberté et que l’énergie potentielle d'interaction des atomes dans les molécules 
est une fonction arbitraire des coordonnées déterminant l'état des molécules. 
Démontrer que dans ce cas l'équation d'état est l'équation de Clapeyron et 
l'énergie ne dépend que de la température. 

2. Appliquer la méthode de la distribution canonique à un gaz contenu 
dans un récipient cylindrique et soumis à l'action du champ de pesanteur. Utiliser 
en qualité de paramètres extérieurs les coordonnées des parois (planes) supérieure 
et inférieure du récipient. Calculer les pressions s’exerçant sur ces parois et 
démontrer qu'elles sont liées entre elles par la formule barométrique. 


$ 14. La pression considérée comme paramètre extérieur 


Dans l’étude du gaz parfait, on a adopté pour paramètres exté- 
rieurs les coordonnées des parois du récipient ou bien le volume de 
celui-ci, qui dépend des coordonnées. On se propose de montrer que 
ce même problème peut être traité d’une autre façon en considérant 
un gaz contenu dans un récipient à paroi mobile, i.e. dans un cylin- 
dre fermé par un piston mobile, cten adoptant en qualité de para- 
mètre extérieur la charge appliquée au piston. Dans ces conditions, 
Je système étudié est composé du gaz et du piston. Posons que le 
cylindre contenant le gaz est fermé par un piston dont la section droite 


*) On trouvera une démonstration particulièrement évidente dans Ehren- 
jest P., Z. f. Phys., 1923, ainsi que Hertzicld K., Kinetische theorie der Mfaterie, 
ch. I, 8 7. 
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est égale à l'unité et à laquelle est'appliquée une force constante telle 
qu'une charge P. 

L'état du système est déterminé par les coordonnées z,,y;, 21, .. 
+. Tnr Yns ZN €t par les impulsions p,,, . .., Pny: des molécules 
du gaz et par une seule coordonnée du piston que l’on repère par 
rapport au fond du cylindre et que l’on désigne par V (avec la sec- 
tion choisie du cylindre cette coordonnée est égale au volume du 
récipient) ; dénotons par p, l'impulsion correspondante. La force P 
joue le rôle de paramètre extérieur. Pour augmenter la force P on 
doit fournir un travail égal à l'accroissement de l'énergie potentielle 
de la force P (par exemple en élevant un poids supplémentaire dP 
que l’on pose sur le piston). Le travail du système est alors égal à 


—VdP et la « force » généralisée moyenne correspondante à —V. 
La fonction de Hamilton de notre système est de la forme 


H'=H + PV + pyl2M, (14.1) 


où À se rapporte au gaz et se présente sous la même forme qu’au 
$ 142 [formule (12.1)], PV est l'énergie potentielle de la charge et 
pv/2M son énergie cinétique. 

Calculons l'intégrale statistique. Elle est égale à 


z= (av | apr | exp {ET ar, … 


. AZNx ÉPix : -. ÉPne. 


L'intégration sur dxr,, ..., dpn. s'effectue comme plus haut et 
fournit exactement la même valeur de Z qu'au 8 12: 


Z=exp {CIE (27m0) "2. 
Par suite 
PV + p?,/2M , 
Z' = | dv | dp;,: exp { _— nat v\ (2rm0)°" "2 _ 
LL (3N+1)/2 PV \yN 
ÉV % Cane) (exp {2 }v#ar 
0 
— V4 I N 1 (2m)EN +12 Q6N+3)2p-(N+0 (14,9) 
L'énergie libre est alors égale à 
F'=—-601n7= — ef ES In 8—(N +1) In P + const} . (14.3) 
On en déduit 


- —  0W° N+1)8 
m7 ôy' __(5N+3)0 
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L'égalité (14.4) donne l’équation de Clapeyron (on peut évidemment 
négliger l'unité devant NW); l'égalité (14.5) exprime l'énergie du 
système gaz — piston, cette énergie étant confondue ici avec l’en- 
thalpie E + PV, E étant l'énergie du gaz. L’« énergie libre » Ÿ" 
du système gaz — piston est égale au potentiel thermodynamique 
du gaz D = W + PV, où Y est l'énergie libre du gaz. 

L'exemple qui vient d’être considéré montre que la grandeur Y 
que l’on déduit de l'intégrale statistique représente l'énergie libre 
dans le sens général de ce terme, dont les cas particuliers sont l’é- 
nergie libre donnée en fonction de 6 et V et le potentiel thermody- 
namique ® (6, P). 


$ 15. Théorème de l’équipartition de l’énergie 
cinétique entre les degrés de liberté 


Les théorèmes généraux examinés plus haut ont permis de pré- 
ciser la signification thermodynamique des grandeurs ŸY et @ dans 
la distribution canonique; sous une forme convenable, ces mêmes 
théorèmes sont valables en statistique quantique. Le théorème de 
l'équipartition que l'on se propose de démontrer n'est valable, lui, 
qu'en statistique classique. Ce théorème permet de donner une inter- 
prétation particulièrement simple de la notion de température, qui 
est alors égale au double de l'énergie cinétique moyenne revenant à 
chaque degré de liberté. Toutefois, à la différence de la définition 
générale de la température en tant que module de la distribution 
canonique, cette interprétation de la température ne vaut qu’en 
statistique classique; en statistique quantique, une telle interpré- 
tation devient impossible. Dans bon nombre de cas, le théorème de 
l’équipartition permet de déterminer la valeur de l’énergie d’un 
système en fonction de la température beaucoup plus aisément que 
par la méthode générale — calcul de l'intégrale statistique et applica- 
tion des relations (11.10) et (11.11). C’est pour cela que ce théorème 
rend de grands services lorsqu'il s’agit de questions ayant trait à la 
capacité calorifique des corps. 

Supposons que par un choix adéquat des coordonnées on ait réussi 
à mettre l'énergie cinétique du système sous la forme 


n 
Pi 


où les m, dépendent de la masse des particules et dépendent géné- 
ralement aussi des coordonnées. Dans un système de coordonnées 
rectangulaires, les m, représentent tout simplement les masses des 
particules. Mais dans un système de coordonnées sphériques et dans 


8 15] ÉQUIPARTITION DE L'ENERGIE CINÉTIQUE 219 


le cas d’un seul point matériel, on a 


pè Pœ Ô 


P 
K= + Zmriaintÿ À ri? 


des sorte que 
M, = M, Me = MSN  Ÿ, Mo = mr. 


Le théorème de l'équipartition affirme que l'énergie cinétique 
moyenne (i.e. la quantité p}/2m;) revenant à un degré de liberté 
est la même pour tous les degrés de liberté et ne dépend que de la tem- 
pérature, conformément à l'équation 


Pi 8 
MO 2: (15.2) 
Démontrons une proposition plus générale, i.e. montrons que 
1 0H 6 


Il tombe sous le sens que si H = X + U (q)et K' est de la forme (15.1) 
on a P10H/0p1 = pi/m, et (15.3) se réduit à (15.2). 
La moyenne de p,0H/ôp, est égale à 


0H __ - H)/0 0H — 
Pi a FN) Pi-gp, 0 ... ÎQn AP +. APn = 
+00 
0H 
mere |... (ag... dgs dps ps | e-H/8p, LE dpi 
en— 1 — co 


L'intégrale par rapport à p, peut être prise par parties: 
+o + 00 


OH 
| e-Hep, dpi= —0 | pi 


de” H/8 


dp; = 


+ 0 
= —O[pe-He]te+6 | e-He ap. (15.4) 


Comme la quantité ee tend vers zéro pour p, —— oo beaucoup 


plus rapidement (comme e-Pi/2"1) que n’augmente p,, le terme entre 
crochets s'annule. Donc 
p, 20 |... | da dan dpi .… dp, &Y-HV8— 0, 
1 
2n 

car, par suite de la normalisation de la probabilité, l'intégrale est 
égale à l’unité. On a choisi tout arbitrairement la valeur i = 1. 
On aurait obtenu le même résultat pour toute autre valeur de à 
et c'est ce qui démontre l'égalité (15.3). 
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Pour arriver à la relation (15.3) on n'a nulle part utilisé le 
fait que p;, était une impulsion. La seule chose qui importe est que 
l'expression entre crochets figurant dans (15.4) soit égale à zéro. 
Par conséquent, lorsque Æ croît assez rapidement avec l’accroisse- 
ment des coordonnées, les dérivées par rapport aux coordonnées doi- 
vent vérifier une égalité analogue à (15.3), à savoir [21]: 


(45.5) 


Cette condition est notamment vérifiée pour l'oscillateur. Pour ce 
dernier, H = + (Æ+ mutg), de sorte qu'on tire de (15.5) 


Si la condition ci-dessus est vérifiée, on démontre aisément que 


—  — 
m0 pige —0, (15.6) 


avec i =£ k. En effet, en procédant comme ci-dessus, on trouve par 
exemple 


a = | Î 9 2% 


2 3g — Gags 70 dqr ... dqn dps -. dPn = 
de” H/8 
— — @er/e | ... | Q2 dQ2 +. dQn AP1 ... dPn | = 
Qi 
2n-1 
= — 6e |. .. | Ga dg2 ... dqndp; ... dphle-#/8]+® = 0, 
2n—1 


compte tenu de ce que pour g->—+ofe-H/8]+®=0, [On a de 
même les égalités 


"0H GE _, 
DGp "Pom — 


(15.7) 


et cela pour n'importe quels à et k, y compris i = k [22].] 


$ 16. Valeurs moyennes des produits des coordonnées 
d’un système exécutant de petites vibrations 
Si les énergies potentielle et cinétique d’un système sont des formes quadra- 
tiques à coefficients constants, on arrive à l’aide de (15.5) et (15.6) à ramener 


le calcul des valeurs moyennes 9,4, à un problème statique concernant le même 
système. Posons que l'énergie potentielle soit de la forme 


QU = D byngyan (16.1) 
jh 
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et qu’elle représente une quantité essentiellement positive, ce qui implique 
qu'aux valeurs qg; = 0 ( = 1,2,...,n) correspond un équilibre stable. On peut 
récrire les relations (15.5) et (15.6) de la façon suivante: 


0H oU 
gi dar gi E7A iR (16.2) 
où 
4, i=k, 


= À 0, ik. 


Compte tenu de (16.2) il vient 


ñn 
D bingigy= Oôin. (16.3) 
Jai 


En supposant donnée la valeur de l'indice {, on a obtenu un système de n 
équations servant à la détermination des n quantités gg (j = 1, 2, ..., n). 
On obtiendra exactement le même système d'équations Lorsqu'on cherche la 
solution du problème statique suivant: une force constante 6 étant appliquée 
suivant l’une des coordonnées généralisées q,, calculer les valeurs de toutes les 
coordonnées généralisées. Dénotons par Q, les coordonnées correspondant à 
l'équilibre imposé par l'action de cette force. Pour les trouver, commençons 
par écrire les conditions d'équilibre: 


n 
oU 6, k= 
—— = Qj= | ’ 
0gqh lo 2 bn Q; 0, kæÆi, 
ou [23] 
n 
D, bynQ = Ok (16.4) 
je 


Les équations (16.3) et (16.4) ont une solution unique car les équations 
homogènes correspondantes ont pour unique solution Q, = 0 pour tous les s 
puisque, conformément à notre hypothèse, ces valeurs correspondent à un 
équilibre stable en l'absence de forces extérieures. De ce fait les équations (16.3) 
et (16.4) ont les mêmes soYitions. 


En procédant de cette façon, on arrive au résultat suivant. La quantité q;,q4 
est égale à la valeur d'équilibre de la coordonnée q, lorsqu'une force @ s'exerce 
suivant la direction de la coordonnée i. Ce théorème est utile notamment en 
théorie du solide. 

Examinons, à titre d'exemple, une corde fixée aux deux extrémités aux 
points z = 0 et x = !. Adoptons pour coordonnée q = q (x) le déplacement 
transversal du centre de masse de la section droite de la corde. Si une force 
transversale 6 s'exerce au point x = z,, à l'équilibre la corde aura la forme 
d’une ligne brisée au-dessus du point d'application de cette force (ligne en trait 
continu sur la figure 8). L'équation d'équilibre de la corde est de la forme 


0°q 


a? 
ox 


= 66 (Z— Ze), 
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où a? dépend de l’élasticité et de la densité de la corde et de l'aire de sa section 
droite. Il est facile de s'assurer que cette équation a pour solution 
(+) 
4 (l— Ze), T1 Tes 
Q1=9 (z1) = 
ii *? (l— 2), M2>2%e. 


La valeur moyenne du produit des déplacements düûs à l'agitation thermique 


Fig. 8 


de la corde s'exprime par 


6 
Ti 1 (l— Ze), T1 < Tor 
I19a = 


ir 2 (l— Zi) T1 Ta: 
Le carré moyen du déplacement (r,—z,—7zx) est égal à 


GE =: (2). 


La dépendance de g° avec z est illustrée par la courbe en pointillé (fig. 8). 


$ 17. Application de la statistique classique 
à l’étude de la capacité calorifique des gaz 


On se propose d’examiner dans ce paragraphe la question de la 
capacité calorifique des gaz parfaits mono et polyatomiques (gaz par- 
faits dans le sens qu'ils sont suffisamment raréfiés pour pouvoir né- 
gliger les forces d’interaction mutuelle entre les molécules) et de 
comparer les résultats auxquels conduit la théorie avec les données 
expérimentales. On pourra alors tirer des conclusions relatives aux 
limites de validité de la statistique classique. 

Pour traiter la question de la capacité calorifique dans les cas 
qui seront envisagés ci-après, on utilisera le théorème de l’équipar- 
tition afin d'éviter la mise en œuvre toujours laborieuse de la mé- 
thode générale de calcul des intégrales de phase. 

Pour un gaz monoatomique dont les molécules peuvent être as- 
similées à des points, on a déjà défini la capacité calorifique C, 


& 17] CAPACITÉ CALORIFIQUE DES GAZ 223 


par la formule (12.6). Elle est égale à 
3Nk 3 
Co=—-= À. (17.1) 


On arrive exactement au même résultat en utilisant le théorème 
d’équipartition de l'énergie cinétique parmi les degrés de liberté. 

Un gaz monoatomique comportant V molécules possède 3N 
degrés de liberté (si on a affaire à une mole de gaz, N est le nombre 
d'Avogadro). On ne tient compte que de l'énergie cinétique. A chaque 
degré de liberté revient une énergie moyenne 9/2 = #T/2; pour la 
totalité du gaz, elle est égale à 


On en déduit aussitôt que la capacité calorifique d’une mole de gaz 
est C, = (3/2) R, i.e. 3 cal/(mole-K) puisque 


R = 1,98 cal/(mole-K). 
En appliquant la relation thermodynamique C, = C, + R, il vient 


Cp __— CotR 5 Ù 
D = Es 3 — 1,666. (17.2) 
L'examen du tableau 2.1 montre que cette valeur coïncide avec les 
Tableau 2.1 
T, K ChlCy | T,K ChlCo 
Hg 527 | 1,666 | Ne 292 | 1,64 
me | 1290 | 1,660 | 4, | 1288 | 1,65 
| 93 1,673 \ 93 1,69 


résultats des mesures concernant les gaz monoatomiques. 

Pour les gaz bi et polyatomiques dont les molécules ont des struc- 
tures plus compliquées que celles des molécules des gaz monoatomi- 
ques, on devra tenir compte de l'énergie cinétique de rotation des 
moléeues, ainsi que de l'énergie potentielle d'interaction mutuelle 
des atomès dans les molécules.et de l’énergie cinétique de leur mou- 
vement relatif. : 

Voyons d’abord à.quels résultats on arrive en supposant que 
chaque molécule se déplace comme le ferait un corps solide. On n’a à 
considérer que la rotation d'ensemble de chaque molécule. Chaque 
molécule possédera alors non plus trois mais v degrés de liberté. 
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Si on tient compte de la rotation autour des trois axes de la molé- 
cule, on a évidemment v = 6, mais si on ne tient compte que de la 
rotation autour de deux axes seulement v = 5. 

Le nombre total de degrés de liberté du gaz est alors égal à Ww; 
en appliquant le théorème de l’équipartition, on trouve que l’éner- 
gie cinétique moyenne du gaz est égale à 


=. VNKT 
E=— 5 —. 

On en déduit 

0E vWk v 
C= = +R, C;=C, +R=(5++1) R 
Le rapport des capacités aoitiques est égal à 
+2 _ 

= : (17.3) 


Ce rapport est d'autant plus petit que le nombre de degrés de liberté 
de la molécule est grand. Il s'ensuit que pour les particules de struc- 
ture compliquée pour lesquelles on doit tenir compte encore de l'é- 
nergie interne, par exemple de l'énergie de vibration des atomes, le 
rapport CL/C, doit être plus petit que dans le cas de molécules sim- 
ples. Cette conclusion est qualitativement corroborée par les don- 
nées expérimentales. 

Considérons le cas de gaz biatomiques. Dans les tableaux 2.2 et 
2.3 on trouve les données expérimentales. 

Pour les gaz biatomiques, le rapport C,/C, est voisin de 1,40 — 
— 7/5, ce qui correspond à v = 5. Une mo écule biatomique pourrait 
avoir cinq degrés de liberté à condition de se présenter sous la forme 
d’un haltère, c.-a-d. comme si elle était formée de deux points maté- 
riels rigidement liés l’un à l’autre. On ne tient pas compte de la 
rotation autour de l’axe longitudinal et la position de la particule est 
alors définie par trois coordonnées de son centre de masse et par deux 
angles qui définissent la direction de l’axe longitudinal. Pour ce 
modèle, la capacité calorifique serait égale à 


C,= + R=+ R = 5 cal/(mole.K). 


Le tableau 2.2 montre qu'aux températures proches de la tem- 
pérature ambiante, la valeur expérimentale est peu différente de la 
valeur théorique. On remarque cependant que la capacité calorifique 
de l'hydrogène (ainsi que celle d’autres gaz biatomiques) dépend de 
la température, elle augmente avec la température. Cette dépendance 
de la capacité calorifique avec la température ne se laisse pas inter- 
préter par la théorie classique [24] et qui plus est ce fait donne lieu 
a de grandes difficultés de principe. 
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Tableau 2.2 Tableau 2.3 
——— 
T,K | ChlCo 
. C.,, 
T, K cal/(mole- K) 
H, 280 1,407 
N 293 1°398 
2 92 11419 35 2,98 
293 1,398 100 5,10 
0; 197 1:411 ea Ut 
92 1:404 , 
CH, 292 11320 1000 At 
SO, _ 11260 


En théorie classique, pour déterminer la capacité calorifique, 
il est indispensable de connaître de façon absolument exacte le nombre 
de degrés de liberté. Dans le calcul de l'énergie cinétique moyenne 
on doit tenir compte également de tous les degrés de liberté, quels 
que soient les mouvements auxquels ils correspondent. Si on consi- 
dère, par exemple, une molécule biatomique et qu'on assimile les 
atomes à des points matériels attachés l'un à l’autre par des forces 
d'interaction et susceptibles de vibrer l’un par rapport à l’autre, 
on devra tenir compte de l'énergie de ces vibrations à côté des cinq 
degrés de liberté correspondant au mouvement de translation et de 
rotation. L'existence d’une liaison rigide entre les atomes (à condi- 
tion qu’elle ne soit pas absolument rigide) impose de tenir compte de 
l'énergie cinétique des vibrations des atomes exactement de la même 
façon que de celle de tous les autres degrés de liberté; dans ce cas, 
la capacité calorifique se trouve accrue de (1/2) R. Pour qu'il soit 
permis de négliger ce degré de liberté, on devrait supposer que la 
liaison entre les atomes est absolument rigide, chose qui est inadmis- 
sible, vu que les vibrations des atomes d’une molécule sont parfaite- 
ment possibles. 

Les difficultés de ce genre apparaissent en fait dans tous les cas. 
Ainsi, par exemple, dans le cas de particules monoatomiques, pour 
que la capacité calorifique ait la valeur C, = (3/2) R, on devrait 
admettre que les atomes sont effectivement des points matériels. 
En supposant que les atomes sont des billes rigides aussi petites 
qu'on le veut, on trouve aussitôt que la capacité calorifique est 
égale à 3R (à cette valeur viendra encore s’ajouter (3/2)R pour tenir 
compte de l'énergie rotation). Cela veut dire qu'on ne doit pas 
tenir compte des moûvements des électrons dans les atomes, sinon on 
trouverait une capacité calorifique qui ne coïnciderait plus avec la 
valeur expérimentale. 

On arrive à la conclusion que la théorie classique ne permet de 
calculer correctement la capacité calorifique que si l’on dispose d’un 
modèle absolument exacte du corps étudié. Cette difficulté est liée 


15—0297 
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à la théorie classique et ne put être surmontée que par la théorie quan- 
tique ; cette dernière explique aussi la variation de la capacité calori- 
fique en fonction de la température. 


$ 18. Capacité calorifique des corps solides 


Voyons les résultats auxquels permet d'arriver l'application 
des principes de la statistique classique au problème de la capacité 
calorifique des corps solides cristallins. 

On connaît depuis longtemps certaines règles empiriques con- 
cernant la capacité calorifique des solides. C'est, premièrement, la 
règle de Dulong et Petit que l’on peut énoncer de la façon suivante: 
la capacité calorifique C, des éléments chimiques solides, rapportée 
à une mole (à la température ordinaire) a une valeur sensiblement 
constante égale à *) 


C, = 6 cal/(mole-K). 


Deuxièmement, c’est la loi de Neumann-Regnault: la capacité calo- 
rifique molaire d'un composé solide est approximativement égale à 
la somme des capacités calorifiques molaires de ses constituants à 
l’état solide. Ces deux règles se laissent déduire des lois de la statisti- 
que classique en procédant comme suit. 

Un corps solide cristallin et monoatomique peut être considéré 
comme un système dont les particules (atomes, ions) exécutent de 
petites vibrations autour de leurs positions d'équilibre parfaitement 
déterminées que sont les nœuds du réseau cristallin. On définira la 
position de chaque particule en indiquant les coordonnées de son 
centre de masse, ce qui revient à les assimiler à des points matériels. 
Tant que la température n’est pas très haute, on peut admettre 
que les amplitudes de déplacement des particules sont tellement peti- 
tes qu’on peut ne retenir dans l'expression de l'énergie potentielle 
que les termes quadratiques par rapport aux déplacements des par- 
ticules de leurs positions d'équilibre (on sait que dans ce cas les ter- 
mes du premier ordre sont nuls), en rejetant tous les termes de puis- 
sances plus élevées. Selon la mécanique, on peut alors remplacer les 
variables initiales, i.e. les composantes des déplacements des parti- 
cules suivant les axes des x, y, z par de nouvelles variables appelées 
« coordonnées normales » qui sont des fonctions linéaires homogènes 
des variables initiales: avec ces nouvelles variables, la fonction de 


*) Dans les expériences, on détermine la capacité calorifique à pression 
constante C,; celle-ci est égale en moyenne à 6,4 cal/(mole-K). On en déduit 
la capacité calorifique C, à l’aide de la formule thermodynamique 

__ T(2V/8T} 
Cho —Gyjop — 
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5 
1 


Hamilton du système sera de là forme 


3N 
=+ > (pi + wigi); 


où les o;, sont les fréquences propres du système et W est le nombre 
d’atomes contenus dans le corps. 

Dans ces conditions, l'énergie du corps sera égale à la somme des 
énergies d'oscillateurs linéaires simples. L'énergie moyenne d’un 


oscillateur est égale à (pi +— w5qi)/2 = ÀT puisque, selon Ja loi de 
’équipartition, pi/2 — kT/2 et que pour un oscillateur l'énergie 
cinétique moyenne est égale à l'énergie potentielle moyenne. Par 
conséquent, l'énergie moyenne du corps tout entier est égale à 


3N 
E=H=- 3 (pi+wigi) =3NRT. 
ii 


Pour une mole de substance cristalline, W est la constante d'Avogadro, 
de sorte que VNk = R. Par suite 


E = 3RT, 
d'où 


C= 2 =3R # 6 cal/(mole.K). 


C'est la règle de Dulong et Petit. 

Le résultat obtenu ci-dessus implique aussi la loi de Neumann- 
Regnault. En effet, toutes les considérations et donc toutes les ex- 
pressions de l'énergie et de la capacité calorifique restent inchangées 
si le corps est composé d’atomes d'espèces différentes et si on peut 
admettre que chaque atome oscille autour d’une position d’équilibre 
bien déterminée. Cela signifie qu’on admet que la structure du corps, 
i.e. la répartition des atomes de différentes sortes, est bien détermi- 
née et ne varie pas avec la température. Dans ces conditions, on 
peut évidemment raisonner comme ci-dessus, NV désignant mainte- 
nant le nombre total d'atomes d'espèces différentes. 11 s'ensuit que 
dans ce cas la capacité calorifique du corps est égale à la somme des 
capacités calorifiques des atomes correspondants dont il se compose. 

Il pourrait sembler que tout cela confirmerait les conclusions de 
la statistique classique. Néanmoins, une étude plus poussée de la 
question montre qu'il n’en est rien. 


15° 
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Tableau 2.4 
Elément Co Elément v° Elément Co 
cal/(mole:K) cal/(mole:KkK) cal/(mole-K) 
C (dia- 1,44 Ca 5,60 Au 5,99 
mant) Ag 6,11 Pb 5,94 
B 2,84 Pt 6,11 U 6,47 


Les données expérimentales (tableau 2.4, fig. 18) *) concernant 
la variation de la capacité calorifique des corps solides avec la tem- 
pérature montrent que ce n'est qu'aux hautes températures que la 
capacité calorifique ne dépend pas de la température et a une valeur 
voisine de 6 cal/(mole-K), en conformité avec la règle de Dulong et 
Petit et avec les conclusions de la théorie classique. Or, à basse 
température, la capacité calorifique dépend de la température et 
diminue avec la température. Pour plusieurs éléments à l’état solide, 
par exemple pour le carbone (diamant), le silicium et le bore, la ca- 
pacité calorifique a une valeur notablement inférieure à 6 cal/(mole * 
X K) dès la température ordinaire. Dans certains cas, aux très hautes 
températures, la capacité calorifique augmente parfois jusqu'à 
7 cal/(mole-K). 

Il s’agit d'interpréter ces écarts aux règles générales. On pourrait 
suggérer tout d’abord que dans les corps solides les vibrations des 
particules ne sont pas suffisamment/petites pour ne garder dans l’ex- 
pression de l’énergie potentielle que les termes quadratiques par 
rapport aux déplacements des positions d'équilibre (ou bien ne garder 
dans l'expression de la force s’exerçant sur les particules déplacées 
de leurs positions d'équilibre que les termes linéaires). En effet, 
il existe des cas où cette approximation ne convient pas. Par exem- 
ple, avec cette approximation, on trouve que le coefficient de dila- 
tation thermique d’un corps solide est nul. 

Pour expliquer la dilatation thermique, il faut tenir compte dans 
l'énergie potentielle des termes cubiques par rapport aux déplace- 
ments (et dans la force, des termes quadratiques). Dans ce cas on 
trouve pour la capacité calorifique une expression quelque peu diffé- 
rente de celle donnée plus haut, puisque dès qu’on tient compte des 
termes cubiques dans l'énergie potentielle (vibrations non linéaires), 
l'énergie potentielle moyenne n'est plus égale à l'énergie cinétique 
moyenne. C’est en suivant cette voie qu’on arrive à expliquer les petits 
écarts à la règle de Dulong et Petit que l’on observe à haute tem- 
pérature lorsque les amplitudes des déplacements deviennent grandes. 


*) Le tableau des capacités calorifiques molaires C, des éléments à l'état 
solide rassemble les données relatives à l'intervalle de température de 15 à 
100 °C. . 
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Mais les écarts les plus importants qui se manifestent à basse température 
ne peuvent être expliqués de cette façon. En effet, selon la mécanique 
classique, c’est justement à basse température que les amplitudes 
des déplacements des particules sont petites et les termes supé- 
rieurs dans le développement de l'énergie potentielle suivant les 
degrés de déplacement ne peuvent ici être notables. 

On arrive ainsi à la conclusion que la théorie classique ne fournit 
pour les corps solides (comme pour les gaz) des résultats compatibles 
avec l’expérience qu'aux températures suffisamment hautes. Ces dif- 
ficultés furent levées par la théorie quantique dont l'application à 
ces questions est exposée plus loin. 


$S 19. Application de la statistique classique au rayonnement 


Les inéthodes de la thermodynamique s'appliquent non seule- 
ment aux substances formées d’atomes, de molécules, d'électrons et 
d’autres particules, mais tout aussi bien au rayonnement. 

Dans l'étude du rayonnement, on peut envisager, en plus de la 
détermination de la densité totale d'énergie de rayonnement se trou- 
vant en équilibre thermodynamique avec des substances portées à 
une température donnée, la détermination de la composition spectrale 
de ce rayonnement. A l’aide d'appareils spectraux, on peut sélection- 
ner des parties déterminées du spectre et déterminer l'énergie de celles- 
ci. L'application des lois de la thermodynamique au rayonnement 
d'équilibre dans le vide, où il est entouré de corps portés à la tempé- 
rature T7, a permis d'établir les deux lois suivantes. 

1. Loi de Stejan-Boltzmann. La densité totale e du rayonnement 
d'équilibre est proportionnelle à la quatrième puissance de la tem- 
pérature 

e — aT*. (19.1) 


2. Loi de déplacement de Wien. La densité de rayonnement e, 
dans l'intervalle de fréquence (w, w - do) peut s’écrire comme suit: 
e, = &f (o/T). (19.2) 


La forme de la fonction f reste indéterminée. La loi de Wien peut 
être énoncée sous une forme particulière, à savoir comme le rapport 
de la fréquence w,, à laquelle correspond la plus grande densité spec- 
trale de l'énergie, à la température 


Om/T = const. (19.3) 


Pour trouver le maximum de e,,, il faut différentier e,, et égaler à 
zéro la dérivée de, /0w ; on trouve ainsi 


a (S)+ Sr (Se) =0 
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En résolvant cette équation par rapport à w,,/T on retrouve évidem- 
ment (19.3). 

On notera que pour arriver à ces relations, il a fallu supposer 
(en plein accord avec les faits expérimentaux) que l'équilibre entre 
la substance et le rayonnement était possible, ce qui implique que 
la densité e est une quantité finie bien déterminée. La loi de Stefan- 


Boltzmann est une conséquence de la loi de Wien. En effet, en vertu 
de (19.2) 


e = [e do — ( @°f (w/T) dw; 
0 0 


en posant w/T —zx, il vient 


e—T" | af (x) dr = aTt. 


0 


Cherchons à appliquer à l'étude du rayonnement les méthodes 
de la statistique classique afin de déterminer la densité e,,. On doit 
toutefois tenir compte de ce que le rayonnement se distingue essen- 
tiellement des systèmes étudiés précédemment du point de vue sui- 
vant. Les lois de la physique statistique ont été formulées pour des 
systèmes dont le nombre de degrés de liberté était fini. L'état de ces 
systèmes était caractérisé par la définition d’un nombre de paramè- 
tres fini — des coordonnées et des impulsions (ou encore des coordon- 
nées et des vitesses). Or, en théorie classique, on considère que le 
rayonnement, ou ce qui revient au même le champ électromagné- 
tique, est un champ continu. L'état du champ électromagnétique 
se trouve déterminé lorsqu'on définit deux fonctions vectorielles 
continues d'un point: du vecteur électrique E et du vecteur magné- 
tique H. 

Par conséquent, pour caractériser l’état du champ électromagné- 
tique, on doit connaître un nombre infini de paramètres, par exem- 
ple connaître les valeurs de E et H en chaque point du champ. Dans 
ces conditions, le rayonnement constitue alors un système à nombre 
infini de degrés de liberté; pour pouvoir lui appliquer la statisti- 
que, on devrait commencer par généraliser ses lois au cas d’un nombre 
infini de degrés de liberté. Une telle généralisation est réalisable et 
on examinera cette question en détail au $ 20. Pour l'instant, on 
se propose de montrer sans l’analyse détaillée à quels résultats con- 
duit l’application de la statistique classique au rayonnement. 

Le rayonnement contenu dans un certain volume constitue un 
système dont l'énergie quadratique est égale à 


Î ET av. 
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Les vibrations du champ électromagnétique, i.e. les vibrations 
des vecteurs E et H, peuvent être analysées exactement de la même 
manière que les vibrations des coordonnées et des impulsions dans 
un système quasi élastique ayant un grand nombre de degrés de li- 
berté. On peut donc lui appliquer le théorème de l’équipartition 
suivant les degrés de liberté. A chaque degré de liberté d'un tel 
système revient, à la température T, une énergie égale à kT. Comme 
le nombre total de degrés de liberté du rayonnement est infini, l'é- 
nergie de rayonnement totale, égale au produit de 4T par le nombre de 
degrés de liberté, prend une valeur infinie. Ce résultat est en fla- 
grante contradiction avec l'expérience et conduit à nier la possibi- 
lité d'existence du rayonnement d'équilibre, contrairement à la 
pratique quotidienne de tous les hommes. 


$ 20. Vibrations normales des systèmes continus 


Dans ce paragraphe, on envisagera les systèmes continus à éner- 
gie potentielle quadratique et dont les équations de mouvement sont 
linéaires. Il s'agit de montrer comment on fait pour introduire dans 
ce cas les coordonnées normales dont l'emploi facilite la résolution 
des problèmes de physique statistique ; on montrera aussi comment 
on peut calculer les fréquences des vibrations normales. Comme les 
résultats de ce paragraphe nous servirons ultérieurement, on exami- 
nera ces questions en détail. 

Analysons d'abord un cas simple : soit une tige que l’on considere 
comme un corps continu, conformément à la théorie phénoménologi- 
que de l’élasticité ; il s'agit d'étudier les petites vibrations longitu- 
dinales dans la tige. 

On peut caractériser l’état de la tige en indiquant, d'une part, 
le déplacement E ({, x) des points de la tige comme fonction de la 


position zx sur la tige et, d’autre part, la vitesse Ë (t, x) correspondan- 
te. L'équâtion du mouvement de la tige est de la forme 


TE dx ? (20.1) 


où c® — e/p, e est le module d'élasticité, p la masse de l'unité de 
longueur de la tige. Si les deux extrémités de la tige sont fixées 
(x = 0,x — L)et doivent rester au repos. les conditions aux limites 
sont de la forme 


E(t, 0) —E(t, L) = 0. (20.2) 


En appliquant la méthode bien connue de résolution des pro- 
blèmes aux limites (séparation des variables), on peut présenter la 
solution ËE (f, x) vérifiant les conditions aux limites (20.2) sous la 
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forme de la série de Fourier 
ZT a . 
E(é, z)— V + » CA sin, (20.3) 
sm! 


Les coefficients q, de cette série (ainsi que les dérivées par rapport au 


temps g.) caractérisent l’état de la tige. On peut donc les considérer 
comme étant les coordonnées généralisées de notre système. 

Par substitution dans (20.1), on s'assure que les g, doivent satis- 
faire aux équations de mouvement 


Is = — 05 (20.4) 
où 


=, s=1, 2,3, (20.5) 
Ainsi chaque coordonnée g, exécute une vibration harmonique simple 
de fréquence w,. Par conséquent, ces quantités sont les coordonnées 
normales du système. ]1 s'ensuit que l’énergie cinétique et l'énergie 
potentielle de la tige 
_1{( 5% _ dE \2 
K=+ |\pËds, U=+ le(s) dz 

peuvent être mises sous la forme (en portant dans ces expressions 


(20.3) | 
K=+ D, U=+ D og. [ (20.6) 
sm { 


Le nombre AZ de fréquences propres contenues dans l’intervalle 
(wo, w + Aw) est évidemment égal au nombre s de nombres entiers 
pour lesquels w, tombe dans cet intervalle de fréquence. Si donc pour 
un certain s on trouve que cxs/L — «w et pour s + As on trouve que 
cn (s + As)/L = © + Aw, la quantité As représente le nombre cher- 
ché de vibrations propres, de sorte que 


L 
AZ = As =— Ao. (20.7) 


Le nombre des coordonnées g, n'est pas fini et elles forment un en- 
semble dénombrable infini. Si on décrit le système à l'aide de ces 
coordonnées, il devient possible de lui appliquer les théorèmes de 
la physique statistique en conservant les formulations adoptées 
pour étudier les systèmes à nombre fini de degrés de liberté. On peut 
calculer, par exemple, l'énergie moyenne transportée par les vibra- 
tions de fréquences comprises dans l'intervalle (w, w + Aw). En 
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effet, à chaque vibration normale correspond une énergie moyenne 
kT (&T/2 pour l'énergie cinétique et ÆT/2 pour l'énergie potentielle). 
Par conséquent, l'énergie des vibrations de ces fréquences est égale à 


E Ao = kTAZ— 27 A6. 


Considérons maintenant Îles vibrations d’un système continu 
dans un espace à trois dimensions. Commençons par le cas particu- 
lièrement simple où les vibrations peuvent être décrites par des équa- 
tions d'onde pour une grandeur scalaire. 

Soit une grandeur scalaire 4 vérifiant l'équation d'onde 


o 4 9? 
Va = 0 (20.8). 


(c est la vitesse de propagation de l'onde), ainsi que les conditions 
aux limites sur les frontières du volume considéré : 


| p = 0. (20.9). 


On pourra analyser par un procédé analogue les vibrations électro- 
magnétiques satisfaisant aux équations de Maxwell, ainsi que les. 
vibrations élastiques d’un corps solide qui seront nous utiles par la 
suite, à cette différence près qu'on obtiendra alors des solutions beau- 
coup moins simples. 
On peut déduire l'équation (20.8) à partir du principe de Ha- 
milton 
te 


| at | {( Se)" (vu) av = 0, 


les limites t, et {, étant fixes et les variations des coordonnées de- 
venant nulles aux frontières du volume V. La quantité 
_i a \2 
&=z | (5) av 


oue ici le rôle de l'énergie cinétique, celui de l’énergie potentielle: 
étant assumé par la quantité 


’ . 
U=— c? | (Vy}° dv. 


On peut également considérer U comme une grandeur analogue à 
l'énergie cinétique et À comme une grandeur analogue à l'énergie 
potentielle. 

Cherchons la solution du problème aux limites pour le cas d’une: 
boîte rectangulaire d’arêtes Z,, L,, L;. Pour + (f, x, y, z), les. 
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conditions aux limites (20.9) se laissent écrire comme suit : 
D (6, 0, y, z) = (6, Li, y, 2) = 0, 
dé, x, O, z) = + (f, x, L,, z) = 0, (20.10) 
D, x, y, 0) =wp(é, x, y, L:) = 0. 


En appliquant la méthode de séparation des variables pour trouver 
une solution PR on posera 


= q{() (x y, 2). 


Pour que l'équation 2. 8) et les conditions aux limites (20.9) soient 
vérifiées, il faut satisfaire à l'équation 


V°o + k°p = 0 (20.11) 

(4° est une constante) et aux conditions aux limites 

p (0, y, z) = p (L1, y, 2) = 0, 

px, 0, :) = p{x, L:, z) = 0, (20.12) 

px, y, 0) = px, y, Ls) = 
En outre, q doit vérifier l'équation différentielle 

q + og = 0, où w° = ke. 
La quantité g exécute donc des oscillations harmoniques simples avec 
la fréquence w. Elle représente une coordonnée normale. 


L'équation (20.11) avec les conditions aux limites (20.12) est un 
problème aux limites dont la solution sera différente de zéro si 


mn () (He (EE), ea 


‘où p, o et t sont des entiers positifs. Pour un k,s, donné, la 
fonction œ s'exprime comme suit: 


Hp z Oy …  ntz 


TL sin _ sin. (20.14) 


La quantité mise en facteur devant le produit des sinus doit être 
choisie de telle sorte que g,5 vérifie la condition 


| Poor dv — 1 
oo 
(l'intégrale est prise sur le volume du parallélépipède LiL,:L3). Les 


fonctions For €t px" Correspondant à des valeurs différentes de k 
-sont mutuellement orthogonales, de sorte que 


| Poor Pp'o'1 dv = 0. 


Sin —— 


8 1/2 
Por (e, , 2= (Tr) 
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Chaque solution particulière de la‘forme ÿ — go représente une onde 
stationnaire possible. Les quantités 


___ñp ___ñ10 __ T2 
Tr MT) MST, 


peuvent être considérées comme les composantes de son vecteur d'onde. 
La solution générale du problème peut être écrite sous forme 
d'une somme de toutes les solutions particulières : 


Ÿ = > Qpox (£) Poar (T+ Y, 2). 
pot=æi 


Cette expression donne la décomposition d'une vibration quelconque 
en ondes stationnaires. Il est facile de s'assurer que les quantités K 
et U se laissent exprimer en termes de q,5+: 


O0 00 
1 ° 1 
K=- D Got UV = TZ >» @arGpat» 
pote! pot=i 
résultats qui démontrent une fois de plus que les q,,. sont les coor- 
données normales. Les fréquences propres ont pour valeurs 


exc (52) + (+). (20.15) 


Déterminons maintenant le nombre de vibrations propres distinc- 
tes dont les nombres d'onde 


np \2, {no \2 at \2 
k=y (+ (5) +(5) 

se trouvent dans l'intervalle (4, k <— Ak). Pour y arriver on procé- 
dera comme suit. On représentera les nombres d'onde des vibrations 
propres (i.e. normales) par un vecteur k dont les composantes sont k,, 
k,, k,. En prenant k,, k, et k, pour coordonnées dans l'espace, on 
voit que les extrémités des vecteurs k,,. correspondant aux vibrations 
propres sont représentées par des points situés dans l'octant positif 
(ob, ©, t > 0) et ayant des coordonnées multiples de x/L,, n/L:, 
x/L:, autrement dit elles sont représentées par les nœuds du réseau 
spatial dont la maille élémentaire a un volume égal à 


ñ°/L, LL — rs/V. 


Le nombre de points dont les nombres d'onde # sont contenus dans 
l'intervalle (4, À + AK) sera évidemment égal au nombre de points 
de notre réseau spatial, contenus dans une couche sphérique déli- 
mitée par les sphères de rayons # et À + Ak. En supposant que la 
longueur d'onde 2x/k correspondant à Æ est très petite devant les 
dimensions L,, L,, L, de la boîte, on trouvera le nombre de ces points 
en divisant le volume de la couche sphérique 4xk?Ak/8 (par octant) 
par le volume de la maille élémentaire n7°/V du réseau spatial. On 
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trouve ainsi 


Vk?Ak 
Re. (20.16) 


Ainsi se trouve évidemment défini le nombre des différentes ondes 
stationnaires dont le nombre d'onde est compris entre Æ et k£ + AK. 
On peut exprimer le nombre d'onde en fonction des fréquences. Puis- 
que dans le cas considéré À — w/c, le nombre de vibrations normales 
ayant des fréquences comprises entre w ct «© -+ Au sera égal à 


Vo?Aw 
AZ = HR (20.17) 

On notera que l'expression de AZ ne dépend pas du rapport des 

longueurs des arêtes de la boîte, n’étant fonction que de son volume 

— LiL:Ls. (Bien entendu, à la précision du calcul effectué ci- 
dessus, on trouve facilement que l'incertitude sur la valeur de AZ 
peut être de l’ordre de SXAK, S étant l’aire de la surface du volume 
considéré.) 

On démontre *) que même si on envisage à la place d’un paral- 
lélépipède une boîte de forme arbitraire, le nombre de vibrations 
normales contenues dans un intervalle de fréquence donné (à la limi- 
te, pour les vibrations dont la longueur d'onde est très petite devant 
les dimensions de la boîte), sera connu avec un degré d’imprécision 
dépendant de son volume et indépendant de la forme de la boîte: 
ce nombre est donné par la formule (20.17). 

On démontre aussi qu'on obtient, avec le même degré de pré- 
cision, l'expression (20.17) pour d'autres conditions aux limites, 
pour la condition aux limites dj/ôn = 0 au lieu de ÿ = 0, ou encore 
pour la condition aux limites imposant que la fonction 1 soit pério- 
dique de période Z, suivant r, de période Z, suivant yet de période Z, 
suivant z. Comme dans ce dernier cas les calculs sont plus simples, 
c'est la dernière condition aux limites qu’on utilise de préférence. 

On notera encore que (20.17) ne découle de (20.16) que dans le 
cas où il n’y a pas de dispersion, ce qui suppose que « est proportion- 
nel à À (on a envisagé ce cas ici); s’il n’en est pas ainsi, on obtient 
à la place de (20.17) une expression plus compliquée de AZ. 

Les mêmes considérations permettent de traiter le problème 
pour le rayonnement. Imaginons que le rayonnement dans le vide 
occupe tout le volume d'une boîte rectangulaire à parois spéculaires 
parfaitement réfléchissantes. Dans ces conditions, à l’intérieur de la 
boîte les vecteurs champ E et H vérifient les équations de Maxwell 


AZ = 


cr E+H=0, crotH—E=—0, 
divH=0, div E=0. 


*) Voir Courant R., Hilbert D., CT der Mathematischen Physik, 


(20.18) 


t. 1, ch. VI, 8 4. 
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Ces équations se substiluent ici à l'équation (20.8). Sur les parois 
de la boîte supposées parfaitement conductrices, on a les conditions 
aux limites: valeurs nulles des composantes tangentielles de E 
et des composantes normales de H: 


E,=0, H,=0. (20.19) 


Ces conditions se substituent à la condition aux limites (20.9). 
Dans ce cas, on peut poser, exactement comme dans le cas consi- 
déré plus haut, que les vecteurs champ E et H peuvent être représentés 
sous forme d’une superposition d'ondes planes dont les nombres 
d'onde sont définis par l'expression (20.13). L'énergie électrique 


_ [ E° dV (l’analogue de l'énergie cinétique) et l'énergie magnétique 


_ | H°aV (l’analogue de l'énergie potentielle) s'expriment par les 


coordonnées normales également sous forme d'une somme des carres 
des vitesses et des carrés des coordonnées. 

Dans le cas du rayonnement, les vibrations sont transversales. 
A chaque valeur possible de k (k;, k,, k.) correspondent non plus 
une, mais deux ondes stationnaires dont les directions de vibrations 
sont orthogonales. En additionnant ces vibrations orthogonales,on 
peut obtenir une onde de n'importe quelle polarisation. De ce fait 
le nombre AZ de vibrations propres dont les fréquences sont contenues 
dans l'intervalle Aw est deux fois plus grand que dans le cas d’une 
équation d'onde scalaire, à savoir: 


az= ES (20.20) 


[à comparer avec l'expression (20.17). 


$ 21. Distribution de l'énergie dans le spectre 
du rayonnement d'équilibre. 
Formule de Rayleigh-Jeans 


Maintenant on est en mesure d'appliquer les principes de la sta- 
tistique classique à une discussion détaillée de la distribution de 
l'énergie dans le spectre du rayonnement d'équilibre. Supposons que 
notre « boîte » contenant le rayonnement soit en interactionmutuelle 
avec d’autres corps que l’on peut assimiler à un thermostat. Si ces 
corps se trouvent dans la boîte, leur interaction avec le rayo nement 
consiste en une émission et une absorption de lumière. Le rôle de 
ces corps pourrait être assumé par les parois de la boîte elle-même, 
à condition de supposer que leurs propriétés s'écartent, ne serait-ce 
que de façon infime, des propriétés d'un miroir parfait et qu’elles sont 
susceptibles d'émettre et d’absorber la lumière. Ce sont ces interac- 
tions qui assurent l'échange d’énergie entre les différentes vibrations 
propres du rayonnement et c’est ce qui permet d'appliquer à ce cas 
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les lois générales de la physique statistique. Conformément aux re- 
marques faites au $ 8 sur les conditions d'application des méthodes 
de la physique statistique. on s’abstiendra de tenir compte de l’é- 
nergie des interactions elles-mêmes. 

En vertu du théorème de l'équipartilion de l'énergie, chaque 
vibration propre possède une énergie moyenne ÆT. Une partie du 
spectre dont les fréquences sont comprises dans l'intervalle w et 
w© + do contient évidemment une énergie moyenne égale à l'énergie 
moyenne de toutes les vibrations propres dont les fréquences appar- 
tiennent à cet intervalle, i.c. l'énergie 


’oy° 
KTAZ=KkT IS 
Et ni 
la densité d'énergie par unité de volume étant égale à *) 
do = kTW° dw 
Éw AO ES — : 


C’est la loi de la distribution spectrale du rayonnement d'équilibre de 
Rayleigh-Jeans, la formule qui donne la dépendance quadratique 
de e,, avec w. Pour des fréquences basses et des températures élevées. 
cette loi est en bon accord avec les résultats expérimentaux. Mais la 
démonstration implique que cette loi devrait être valable pour toutes 
les fréquences, conclusion qui est contredite par toutes les données 
expérimentales. 

La formule de Rayleigh-Jeans implique que la densité d’énergie 
totale d’un rayonnement 


est infinie puisque l'intégrale 


o°? do 


Ou—-,g 


est divergente. Ce résultat montre que du point de vue de la formule 
de Rayleigh-Jeans, il ne peut y avoir d'équilibre entre unesubstance 
et le rayonnement puisque toute l'énergie devrait être émise sous for- 
me de rayonnement possédant un nombre infiniment grand de degrés 
de liberté. Cette conclusion est en désaccord flagrant avec l’expé- 
rience, qui montre qu'à l'équilibre la densité d'énergie de rayonne- 
ment possède une valeur bien déterminée, proportionnelle à la qua- 
trième puissance de la température, comme le veut la loi de Stefan- 
Boltzmann (c'est ce qu’on appelle « catastrophe de Rayleigh-Jeans »). 


*) Ce résultat montre que la densité d'énergie ne dépend pas de la forme 
(rapport des arêtes) du parallélépipède. Comme indiqué au $ 20, cette indé- 
pendance de la forme se manifeste toujours. 
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L'insuccès de la théorie classique du rayonnement d'équilibre 
détermina Planck à introduire les conceptions quantiques dans la 
théorie. 


$ 22. Energie libre d’un gaz raréfié, compte tenu 
de l'interaction mutuelle de ses particules 


Au $ 12 on a fait l'étude des gaz « parfaits», ce qui revenait 
à négliger complètement les interactions mutuelles des molécules. 
Maintenant on va étudier l'influence des interactions des molécules 
sur les propriétés du gaz. On considérera les molécules électriquement. 
neutres, la charge résultante de chaque molécule étant égale à zéro. 
On supposera que le gaz est suffisamment raréfié pour que les interac- 
Lions mutuelles des molécules soient assez petites, de sorte que l’équa- 
tion d'état du gaz parfait, qu'on connaît déjà, ne soit que faible- 
ment modifiée. 

On commencera par établir l'expression générale de l'énergie 
libre d'un gaz réel (non parfait) en remettant au paragraphe suivant 
l'analyse de la nature des forces d'interaction entre les molécules, 
ainsi que l'établissement de l'équation d'état du gaz réel. 

L'énergie potentielle du gaz est égale à la somme des énergies 
d'interaction de ses particules prises deux à deux: 


U — > UTCE 

La sommation doit concerner {ous les couples des particules. L'éner- 
gie d'interaction de deux particules u;, = u (r;,) n’est notablement 
différente de zéro que si la distance r;, est petite, inférieure à une 
certaine valeur (de l’ordre de 10-7 cm) qu'on appellera « rayon d’ac- 
tion ». On ne tiendra aucun compte de la variation des forces d’inter- 
action, en fonction de l'orientation des particules, ce qui revient à 
poser qu'elles sont sphériques. Dans l'expression de l'énergie poten- 
tielle, on n’a pas fait figurer l'énergie d'interaction des particules 
avec les parois, dont on doit tenir compte. Il a été indiqué plus haut 
que pour én tenir compte, il suffit d'imposer que seul le volume in- 
terne du récipient est accessible aux particules. 

Supposons d’abord que le gaz est monoatomique. Les positions 
de ses atomes sont repérées par les coordonnées de leurs centres zx;, 
Yi, Zi. La fonction de Hamilton du gaz est 


N 
1 
H=— D (PRke+ Phy+ Pis) +U. 
k=! 
L'intégrale statistique est égale à 


Z= [... fapre..dprs exp{ is Dhs + pi + ph} 
SN k 


X |. . | exp {—<) dr... dzn. 
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L'intégration sur les impulsions se fait comme au $ 12 et donne 
(2nmO)*"/2, Par conséquent, 
Z = (2xmO)3N/2V NZ = ZpartZ'; (22.1) 
OÙ Zharr est l'intégrale statistique du gaz parfait et Z” le quotient de 
l'intégrale prise sur les coordonnées par V*. 
En utilisant l'expression de l'énergie potentielle et en introdui- 


sant la notation dr,dy,dz, = dV,, on peut mettre l'intégrale Z’ sous 
la forme 


Z=x ja. j exp{— LE javs J'oxp{— rte ans... 


.…. (exp gt ren | dV y. 


Pour simplifier, introduisons une hypothèse qui ne vaut que pour 
des gaz suffisamment raréfiés. Selon cette hypothèse, dans le calcul 
de l'intégrale Z’ on ne tiendra compte que des états tels que deux 
particules au plus se trouvent à petite distance l'une de l’autre (i.e. 
à une distance inférieure au rayon d'action, donc à des distances 
telles qu'on ne peut plus négliger l'énergie potentielle d'interaction). 
Cela nous évitera d'avoir à tenir compte d'amas de trois ou de plu- 
sieurs molécules dont les interactions mutuelles sont notables *). 
Sous cette hypothèse, le calcul de l'intégrale statistique Z” se fait de 
la manière suivante. 


Dénotons par nyx la quantité e — 1. Il est alors évident 
que n;, ne sera différent de zéro que lorsque les particules de numé- 
ros à et À se trouveront à petite distance l’une de l’autre. En posant 


eme = 1 © ny, on écrit l'intégrale Z’ comme suit : 


2'= 5 | av (4m) dPe... Ÿ (4m) (44 peer n) WP 


Considérons l'intégrale sur dl. Elle est égale à 


Î (+)... (+nx in) dVr = 


N-1 


_ \{ + D nn t D nant} dre 


= { d-! k 


*) Mayer, Born et Kahn ont élaboré une théorie applicable aux gaz de 
n'importe quelle densité et se passant donc de cette hypothèse. A ce sujet, voir: 
{Mayer J., Güôppert-Mayer M., Statistical Mechanics, New York, 1977], ainsi 
que Fowler, S{atistical Mechanics, Cambridge, 1936. Les calculs sont fort ardus. 
Avec l'hypothèse faite, on arrive à une expression de l'énergie libre, qui ne 
diffère de l'expression exacte que par des termes de l’ordre de N (N/V}:. 
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En vertu de l'hypothèse faite, on peut rejeter tous les termes tels que 
ina x Mank vw - - -, puisqu'ils ne sont différents de zéro que 
lorsque les molécules forment des amas de trois ou plusieurs parti- 
cules. Par exemple, 1; 1: N est différent de zéro lorsque les i-ième, 
k-ième et N-ième particules se trouvent à petites distances les unes 
des autres. On posera donc 


N 
[+ man) + en) We À (145 nur) da 
fi 


La quantité n,, ne dépendant que de la distance mutuelle des 
particules, l'intégrale \n,,4dV , peut être étendue à un volumeinfini 
(puisque 1, décroît rapidement lorsque r;,, augmente). De ce fait 

n:ndV , ne dépend pas des coordonnées de la i-ième particule. 
Én introduisant la notation 


&= — | niv Wy= À (1—e-"nle) av, (22.2) 
on a 
À + nan) 2 2 A+ press 0) DV = VV — 1) 0. 
On trouve de façon analogue 
À (+ ni ns). (+ nn nv) Wnu = V—(N—2)o, 
... | (1 + ns) dVo = V — 0. 
Compte tenu de ces résultats, on trouve 


af) (1-4) (ne) 


V L4 
et 
N-1 
nZ= > m(1-+). 
km 


Si la densité du gaz est petite, les quantités w/V, 2w/V, ..., No/V 
sont petites, ce qui permet de développer. en série les logarithmes 
en ne gardant dans le développement que les premiers termes. On 
obtient ainsi 


N—1 
r wo … © N(N—1) ., _ oi 
In Z 7 2 k = ms er ne 27 (22.3) 


16—0297 
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L'énergie libre du gaz est égale à 


Y=—6InZ=—061n Zparr—6 In 2° = Pour + D, (22.4) 


OÙ Wars est l'énergie libre du gaz parfait. 
En explicitant W,,,rpar les formules (12.2) et (22.3), on obtient 


3N6 N36 
= h6-N0mV +, (22.5) 
où, conformément à (22.2), 
= | (1—e-"8) qy, (22.5a) 


l'intégrale étant étendue à l'espace infini: elle dépend de la tem- 
pérature et ne dépend pas du volume. 

Dans les développements ci-dessus on a considéré le cas d’un gaz 
monoatomique. Il est facile de s'assurer qu'en tenant compte du 
mouvement interne des molécules, on arrive à un résultat en tous 
points analogue pour les gaz polyatomiques. On retrouve notamment 
l'expression (22.1) où W,,-, dénote l'énergie libre du gaz polyato- 
mique, compte non tenu des interactions mutuelles des particules. 

De (22.5) on déduit l'équation d'état et l'énergie moyenne du gaz: 


ON?6 oN?268 


— oY ô0Y N6 
Pt oops — y + avr (22.6) 
= 0Y — N°26 0e 
E=V—0 Enr 0 de (22.7) 


$ 23. Les forces d'interaction des molécules. 
Equation d’état d’un gaz non parfait 


Il convient de préciser la nature des forces d'interaction s’exer- 
çant entre les molécules. Les forces qui s’exercent entre les molé- 
cules (et les atomes) peuvent être représentées par une somme de 
termes dépendant de la nature des forces d'interaction. On peut les 
diviser en plusieurs groupes. 

1. Forces ne se manifestant qu'à petites distances ; cesforces tendent 
vers zéro dès que la distance de séparation est de l’ordre des dimen- 
sions atomiques (10-8 cm). Ce sont d'abord les forces de valence (ou 
forces dites « chimiques »). On n'examinera pas ces forces, ce qui 
signifie qu’on n’envisagera ici que des gaz dont les particules n'inte- 
ragissent pas chimiquement les unes avec les autres. Deuxième- 
ment, ce sont les forces de répuilsion qui se manifestent par suite de 
l'’interpénétration mutuelle des enveloppes électroniques des parti- 
cules considérées. Selon la théorie des forces de répulsion (cette théo- 
rie se fonde sur la mécanique quantique), ces forces sont très grandes 
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lorsque la distance de séparation des particules est petite, mais dé- 
croissent rapidement lorsque cette distance augmente. Lorsque la 
distance de séparation des particules devient supérieure à leur « dia- 
mètre », les forces de répulsion décroissent exponentiellement lors- 
que la distance augmente. Grâce à ces propriétés la variation de ces 
forces avec la distance peut être représentée de façon simplifiée. 
On admettra que les molécules occupent un volume déterminé et que 
leur interpénétration est exclue. Cela revient à admettre que l'énergie 
potentielle d'interaction de deux 
particules est égale à zéro tant 
qu'il n’y a pas d’'interpénétration 
et prend brusquement une valeur 
positive très grande dès que deux 
molécules entrent en contact 
mutuel. Ce modèle grossier cons- 
titue dans de nombreux cas une 
approximation suffisante et ce 
non seulement pour les gaz mais 
aussi pour les cristaux; cela 
tient justement à ce que ces 
forces décroissent très rapide- 
ment lorsque la distance aug- Fig. 9 

mente au-delà d'une certaine va- 

leur. Pour simplifier encore, on assimilera les particules à des billes. 
C'est une bonne approximation lorsqu'il s'agit, par exemple, d’ato- 
mes des gaz rares. On a représenté sur la figure 9 la courbe de varia- 
tion de l'énergie potentielle d'interaction en fonction de la distance 
entre les centres des particules (courbe en trait interrompu fort) 
et la courbe représentant la même dépendance dans l’approximation 
citée (courbe en trait interrompu fin). 

2. Forces d'attraction qui restent notables à des distances égales 
à plusieurs dimensions atomiques. Ce sont des forces à grand rayon 
d'action que l’on désigne généralement sous le nom de forces de Van 
der Waals. A des distances notablement plus grandesquelesdimensions 
atomiques, l'énergie potentielle de ces forces est inversement pro- 
portionnelle à la sixième puissance de la distance. Comme il s'agit 
de forces d'attraction, l'énergie potentielle est négative. L'allure de 
sa variation en fonction de Ja distance de séparation des particules 
est représentée sur la figure 9 par la courbe en pointillé; la courbe 
en trait plein donne l'énergie potentielle résultante de toutes les 
forces ci-dessus énumérées. 

Dans le cas où les molécules interagissantes ne possèdent pas 
de moment électrique dipolaire permanent, les forces de Van der 
Waa!s sont déterminées par l'interaction des moments dipolaires 
qui apparaissent dans les molécules grâce à l’action perturbatrice 
du champ électrique des ions et des électrons des molécules. L'éner- 


16* 
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gie d'interaction correspondante est alors proportionnelle au carré 
de la « polarisabilité » des molécules. (On appelle polarisabilité le 
coefficient & figurant dans l'équation M — &Ë£, E étant l'intensité 
du champ électrique et M le moment électrique induit par ce champ). 
Comme la permittivité diélectrique ct l'indice de réfraction (disper- 
sion optique) des gaz dépendent aussi de la polarisabilité des molé- 
cules. ces forces sont appelées aussi forces de dispersion. 

Dans le cas où les molécules possèdent des moments dipolaires 
permanents, aux forces déjà citées viennent s’ajouter les forces d’in- 
teraction de ces moments dipo- 
laires qui sont généralement plus 
faibles que les forces de disper- 
sion. 

Dans ce qui suit, on tiendra 
compte des forces de répulsion 
et des forces de Van der Waals. 
Dans ce cas, la dépendance de 
l'énergie d'interaction de deux 
particules avec la distance sera 
telle que représentée par la 
courbe en trait plein de la figu- 
| re 9. La distance entre les cen- 

Fig. 10 tres des particules o pour laquelle 
l'énergie de répulsion commence 
à croître rapidement pourrait être appelée diamètre des particules. 

Calculons la valeur de w (22.5a) en tenant compte des propriélés 
indiquées des forces d'interaction. On posera que l'énergie poten- 
tielle est infinie pour r << 6 et finie pour r > © (fig. 10). Par consé- 


quent, 


= | (1—e-"e) av = 4x | (H{—e-"4%8) r2 dr = 
0 


= HE + an | (A—e-we) r2 ar. (23.1) 
0 


Le premier terme tient compte du volume des molécules ; dans 
le deuxième terme (pour les distances supérieures à 0) l'énergie u (r) 
est non seulement finie, mais on peut la considérer petite devant 
6 = KT. (Si le maximum de l'énergie u (r), qui est égal:à —usin, 
n’est pas petit devant AT, des molécules relativement stables formées 
par deux particules du gaz peuvent apparaître ; on ne considérera pas 
ces cas.) Par conséquent, pour r > 6, on peut développer la fonction 
exponentielle en une série de puissances de 4/8 etne garder que le 
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premier terme: 


an | (1— eut) r dr = À | u (r) r? dr = + |! u |r2dr, 
[13 o 0 


dans cette expression on a pris en considération que pour r > 6 
= —|u | << 0 (attraction). 
En introduisant cette expression dans (23.1), il vient 


4 an T 

© = = + | | u | r? dr. (23.2) 
Le] 

En substituant cette valeur de w dans (22.4), (22.6) et (22.7), on ob- 

tient 


NO  2aN: ( 
Pa Var + ET — — { lulrédr, (23.3) 
0 
— N8  2noN'8 sf 
pe + re (lu lrer, (23.4) 
[e 
E= Epart — 4 | lulrèdr. (23.5) 
[e1 


La formule (23.4) donne l'équation d'état du gaz. 

On sait que plusieurs équations d'état empiriques ont été éla- 
borées pour les gaz. L’une des plus adéquates est l'équation de Van 
der Waals que l’on peut mettre sous la forme 


(p+45)(V—8N)=Ne. (23.6) 


On sait que cette équation d'état est non seulement en bon accord 
quantitatif avec les données expérimentales pour des gaz relativement 
raréfiés, mais donne une idée qualitative du processus de condensation 
et du passage à l’état liquide. Si le nombre de particules contenues 
dans l’unité de volume W/V est petit, en gardant les termes de puis- 
sances égales ou inférieures à (W/V}*, l'équation (23.6) se laisse ré- 
crire sous la forme 


N6 aN3 NO , bN386  aN° 


En comparant cette équation avec (23.4), on trouve les valeurs des 
constantes qui y figurent: 


a = 2n | [u|r?2dr, p= 27 . 
0 
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Ainsi, la constante de Van der Waals best égale au quadruple du volu- 
me de la molécule. D'autre part, on peut évidemment dire que la 
quantité 

00 

2 
_e = | lu |r2dr 

[os 
est égale à la moyenne sur l'espace de l'énergie d'attraction mutu- 
elle de toutes les molécules du gaz. La signification de la formule (23.5) 
de l'énergie du gaz apparaît clairement : son énergie diffère de cette 
quantité de l'énergie du gaz parfait. 

On a analysé la question des gaz réels en utilisant la méthode 
générale — celle du calcul de l'intégrale statistique. On peut donner 
une idée plus concrète des causes d'apparition de termes supplémen- 
taires (par rapport au cas du gaz parfait) dans l'équation d'état. 

Dans la démonstration de la formule donnant la pression exercée 
par un gaz sur les parois du vase qui le contient, on a utilisé la loi 
de la conservation de l’impulsion. De ce point de vue, la raison de 
l'apparition de la correction de volume des molécules se laisse expli- 
quer comme suit. L’impulsion moyenne de chaque molécule tombant 
sur la paroi est définie par la température et ne dépend pas du volume 
de la molécule. Toutefois, le nombre de molécules tombant sur la 
paroi est plus grand dans le cas de molécules de volume fini que dans 
celui de molécules ponctuelles, puisque dans un gaz les échanges 
d'impuilsion se produisent, dans le premier cas, dans la partie de 
l'espace non occupée par les molécules à la vitesse du mouvement 
thermique, tandis que l'échange d’impulsion se produisant dans le 
volume occupé par les molécules (qui étant rigides ont un volume 
immuable) se réalise à une vitesse infinie. En tenant compte de cette 
remarque, le calcul de la correction de volume des molécules fournit 
le résultat correct *). 

On arrive à déterminer la correction imposée par l'existence des 
forces à grand rayon d'action en considérant comme des forces 
extérieures les forces d'attraction qu'exercent les particules se 
trouvant à l’intérieur du récipient sur les particules du gaz adjacen- 
tes aux parois. Dans ce cas, le potentiel de ces forces sera à l’inté- 
rieur du gaz plus petit, et plus grand à proximité des parois; selon 
la formule de Boltzmann, la densité auprès des parois sera plus 
petite qu’à l’intérieur du gaz. En négligeant la correction de volume, 
la pression exercée sur la paroi est égale, d’après la formule de 
Clapeyron, à V,6, où W, est le nombre moyen de molécules conte- 
nues dans l’unité de volume auprès des parois. En tenant compte de la 
différence entre ce nombre W, et le nombre moyen de molécules par 
unité de volume #V/V dans le gaz tout entier, on arrive, en faisant 
les mêmes hypothèses que dans notre démonstration, à une expres- 
sion correcte du terme aN*/V* figurant dans l'équation d'état. 

*) Cette question est traitée in Herzfeld K., Xinetische theorie der Materie. 


CHAPITRE 3 


THÉORIE DES FLUCTUATIONS 


$ 24. Introduction 


On n'a envisagé jusqu'ici que les valeurs moyennes caractérisant 
les systèmes à l’état d'équilibre thermodynamique. Or tout système 
est à tout instant le siège d'écarts par rapport à cet état d'équilibre ; 
ces écarts sont appelés fluctuations. L'existence des fluctuations dé- 
termine l'existence de phénomènes qui ont été décelés et étudiés 
expérimentalement. Les écarts de densité locaux dans les gaz, les 
liquides et les solides déterminent la diffusion de la lumière dans 
les corps transparents, que l'on appelle diffusion moléculaire de la 
lumière. Dans les liquides, on observe une diffusion particulière- 
ment importante à proximité du point critique que l'on appelle 
opalescence critique ; pendant longtemps on n'arrivait pas à expliquer 
ce phénomène, car comme, d'ailleurs, tous les autres phénomènes 
déterminés par les fluctuations, il semble être en contradiction 
avec les principes de la thermodynamique interprétés formelle- 
ment. On n'arriva à expliquer ces phénomènes que dans le cadre 
de la théorie statistique, car selon cette théorie, les phénomènes 
liés aux fluctuations doivent se manifester dans tous les systèmes. 

Plusieurs autres phénomènes déterminés par les fluctuations, 
comme par exemple les défauts de planéité de la surface des liquides, 
donnent aussi lieu à une diffusion de la lumière. Dans un circuit 
de conducteurs ne comportant aucune source de force électromotrice 
extérieure, on voit apparaître des courants aléatoires dus aux fluctua- 
tions. Ce phénomène est maintenant bien connu. 

Pour procéder à l'étude des phénomènes déterminés par les 
fluctuations, on aura recours à la statistique classique, car dans un 
grand nombre de cas, celle-ci conduit à des résultats en bon accord 
avec l'expérience. Notons que bien souvent cet accord tient à ce 
que les conclusions de la statistique classique se confondent avec 
une approximation suffisante pour les cas considérés avec celles de 
la statistique quantique. 


248 THÉORIE DES FLUCTUATIONS (CE. 9 


$ 25. Limite de sensibilité des appareils de 
mesure déterminée par les fluctuations 


L'existence des fluctuations impose une certaine limite à la 
sensibilité de tous les appareils de mesure ; cette limite dépend de la 
température et de la construction de l'appareil. Cette limite de 
sensibilité est due à ce que la position de l'indicateur de n'importe 
quel appareil, quel que soit l'agencement de l'indicateur, varie par 
suite de ses mouvements d’agitation thermique. La lecture de l’ap- 
pareil se fait en repérant la position moyenne (position d'équilibre) 
de l'indicateur. Or ce dernier étant animé de mouvements d'agitation 
thermique, oscille autour de cette position d'équilibre et ce aussi 
bien lors du repérage du zéro de l’appareil que lors du repérage de la 
position de l'indicateur après sa charge. On peut prendre pour mesure 
de l'erreur de repérage de la position de l'indicateur la racine carrée 
du carré moyen des écarts de l'indicateur par rapport à sa position 
moyenne. Ces erreurs de lecture ont pour conséquence une erreur de 
mesure de la grandeur concernée. Si la grandeur mesurée a une 
valeur inférieure à l'erreur de mesure, aucune mesure n’est possible 
et on arrive à la limite de sensibilité de l'appareil de mesure utilisé. 

Jlustrons ces considérations en prenant pour exemple le cas 
simple et pourtant bien typique d’une balance à ressort, où le rôle 
du « ressort » est assumé par une tige en verre ou en quartz. On 
utilise des balances de ce type pour la pesée de petites masses. Soit g 
la coordonnée verticale de l'indicateur {ici c'est l’incurvation de 
l'extrémité de la tige de verre) comptée de haut en bas, de sorte 
que sa valeur moyenne pour la balance à vide est égale à zéro. L'éner- 
gie potentielle correspondant à cette coordonnée est égale à «g°/2, 
a étant un coefficient dont la valeur dépend de la rigidité et des 
dimensions de l'appareil. Le carré moyen de g, i.e. le carré moyen 
des fluctuations, se déduit de la condition 


agi _4T 
2 2? 
exprimant le théorème de l'équipartition de l'énergie. On en tire 
— _ KT 
Fa 


Si une charge m est placée sur le plateau de la balance, la position 
d'équilibre q, se déduit de la condition 


—ag+meg=0 où gm=—+. 


En présence d’une charge l'énergie potentielle est donnée par 


2 — 2 2 
À mgg= 40 —<# | 
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En appliquant le théorème de l’équipartition de l'énergie entre les 
degrés de liberté, on trouve aussitôt qu’en présence d’une charge le- 


carré moyen des fluctuations est égal à q=n = ie. a la 


même valeur que sans charge. 

Posons que la mesure de la masse m est encore possible tant que- 
le déplacement g, qu'elle détermine est plus grand que la racine- 
carrée du carré moyen des fluctuations, i.e. 


q>V q° ou > V 


La plus petite masse pouvant être mesurée est 
V'#Ta 
£ e 


L'erreur relative Am/m commise lors de la pesée d’une masse m- 
arbitraire doit être posée égale à 


m = 


$ 26. Influence des fluctuations sur la limite 
de sensibilité du galvanomètre 


Commençons par établir les relations qui régissent le fonction- 
nement de n’importe quel galvanomètre. 

Tout galvanomètre est un système susceptible d'exécuter de 
petites oscillations. Notons l'angle de déviation de son équipage 
mobile (aiguille ou cadre mobile) par rapport à sa position d'équi- 
libre, À le moment d'inertie de l'équipage mobile, h le coefficient 
de frottement et Cœ le couple de rappel pour une déviation de l'an-- 
gle ç. Lorsque le circuit du galvanomètre est traversé par un cou- 
rant Z, dû à des f.é.m. extérieures, son équation du mouvement est de- 
la forme 


KE + hp + Cp = Ya, 


où y est une constante. 

L'amortissement de l'appareil est déterminée, premièrement, 
par le frottement de l’air et le frottement de la suspension de l'équi- 
page mobile et, deuxièmement, par les pertes de chaleur par effet 
Joule dans le circuit du galvanomètre. Le mécanisme de l’amortisse- 
ment dépend du type de galvanomètre, mais dans tous les cas il 
est déterminé par l'effet de freinage qu'exerce sur l'équipage mobile- 
le champ magnétique des courants induits dans les conducteurs lors- 
du déplacement de l'équipage mobile. En remarquant que y{ est- 
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égal au moment de la force appliqué à l'équipage mobile lorsque 
le circuit du galvanomètre est traversé par le courant 7, on peut en 
conclure que les coefficients k et y doivent être liés l'un à l’autre 
par des relations déterminées. 

Pour établir cette liaison sans avoir à faire d’'hypothèse sur la 
construction du galvanomètre, on procédera comme suit. On consi- 
dère l'équipage mobile et le circuit du galvanomètre comme un 
système électromécanique couplé dont l’état est caractérisé par la 


coordonnée ®, la vitesse œ et l'intensité 7 du courant circulant dans 
le circuit, cette dernière jouant aussi le rôle de vitesse généralisée 
{la coordonnée correspondante est la charge qui, ne figurant pas dans 
l'équation, est donc cyclique). On utilisera la méthode de Lagrange 
pour écrire l'équation du mouvement du système. Ecrivons la fonc- 
tion de Lagrange À sous la forme suivante: 


2A = Ko? + LI? — Co + 2yol. 


Les deux premiers termes de cette expression correspondent à l'é- 
nergie cinétique, le troisième à l'énergie potentielle, tandis que le 
dernier terme tient compte de l'interaction des courants circulant 
dans le circuit et dans le cadre mobile du galvanomètre. La forme 
de ce dernier terme est bien celle qui convient puisque sa dérivée 
par rapport à doit être égale au moment yJ de la force qui s'exerce 
sur le cadre mobile lorsque le circuit est parcouru par un courant. 


En introduisant la force de frottement — ho, la force — RI de la 
résistance électrique et la force électromotrice extérieure e, les 
équations de Lagrange se présenteront sous la forme 


d OA 0A ”° " 
un op AP+Cp—r= — h49, (26.1) 
d OA al ° 
ou 
LI+yp+RI=e. (26.3) 
On en tire 
-_li_ voie 
I = RORVTFE- (26.4) 


On peut négliger le terme LI devant RI. Dans le cas d’oscillations 
libres du galvanomètre, on ne peut négliger LI devant RI que lors- 
que les processus sont assez lents, autrement dit lorsque le moment 
d'inertie X est tellement grand que la période propre du galvanomè- 
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tre est grande devant la constante de temps L/R du circuit. En com- 
binant (26.4) et (26.1), on obtient alors 


Kp+(E+)p+Cp= vie. (26.5) 


où 7, = e/R est l'intensité du courant parcourant le circuit et dû 
aux f.é.m. extérieures. Le coefficient de frottement total est donc 
égal à 


= + (26.6) 


Après avoir étalonné le galvanomètre à l’aide du courant continu, 
on peut graduer ses déviations en unités d'intensité de courant ; 


dénotons-les en ces unités par Ÿ. En posant œ — ® — 0, on tire de 
(26.5) le résultat suivant: 


Y=+— p. (26.7) 


Si le galvanomètre est réglé, comme c'est le cas usuel, à la limite de 
périodicité, on a la relation suivante 


h=2K0 = (26.8) 


où w, = V C/K est la fréquence (cyclique) propre de; oscillation 
dans le galvanomètre (pour k = 0). 

[Déterminons maintenant la limite de sensibilité du galvanomè- 
tre déterminée par les oscillations de son point zéro. On supposera 
alors qu'il n’y a aucune f.é.m. extérieure. Dans ces conditions, 
l'intensité de courant moyenne sera nulle dans le galvanomètre. Si 
le circuit du galvanomètre était ouvert, la fonction de Lagrange 


correspondante serait égale à A — L Ko — L Co et le galvano- 
2 2 


* 


mètre pourrait être assimilé à un oscillateur harmonique. Selon la 
loi de l’équipartition, le carré moyen des fluctuations de la déviation 
du galvanomètre doit vérifier la relation 


Co? = KT. (26.9) 


Si le circuit du galvanomètre est fermé, les mouvements du cadre 
mobile y induisent des courants qui interagissent avec le champ 
magnétique extérieur. C’est pour cette raison qu'on doit faire 


figurer le terme supplémentaire _ LI® + yo1 dans la fonction de 


Lagrange. Cependant, conformément à la note en bas de page *), 
l'expression (26.9) reste valable.] 


*) En toute rigueur, pour démontrer la relation (26.9), on doit procéder 
comme suit. A l’aide de l'expression de la fonction de Lagrange À, on calcule 
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En unités d'intensité de courant, la déviation est égale à 
Lez C3 — CRT 
Y? == y 
Si le galvanomètre est exploité à la limite de périodicité, en vertu 
de (26.8) 


y: “2y1 ? 
et on trouve pour le carré de la limite de sensibilité 
y? — Te KT. 
En substituant, conformément à (26.6), k = h, + y-/R et en 


remplaçant w, par la période propre du galvanomètre 7, — 2x/w, 
(sans amortissement), on obtient 


Pi AT (1+ + =). (26.10) 


Si on peut négliger l'amortissement a au frottement h, devant 
l'amortissement électromagnétique, on aura 


F ñrxT 
y? = PTE (26.11) 
Cette formule donne pour la limite de sensibilité du galvanomètre 
des valeurs mesurables et pouvant donc être décelées expérimentale- 
ment; par exemple, pour À = 100 ohms et 7, = 8 s, on trouve 


V Y2= 4.102 À. 


les impulsions 

0A . 

Pe=——=KQ, pi= Tr se À = LI+Yp 

ûp 

et la fonction de Hamilton 
_+ A ,,8A _, _ Po; (pr—vp) , Cq* 
HG Ta NT RTE T2 

Ecrivons la loi de l’équipartition sous la forme 


ôpi ôpi gi 
on obtient alors 


0H e e 0H ———— md — 
Po pe — P0P= RP=RT, pr gg PU LS VIE RT, (a) 
_ 0H  — 0H OA — yo 
Pa =n=0 3 PP — C9 L (b) 


De (a) et (b) on déduit (26.9). 
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L'expression (26.11) pour la limite de sensibilité a été vérifiée 
expérimentalement et a été trouvée en bon accord avec les résultats 
de l'expérience. On démontre aussi que les vibrations du zéro du 
galvanomètre, décelées bien avant que fût élaborée la théorie, étaient 
bien dues aux fluctuations définies par la formule (26.11). 


$ 27. Fluctuations du volume occupé par un gaz ou un liquide. 
Limite de sensibilité du thermomètre à gaz 


Dans ce paragraphe, on se propose de calculer la limite de sensi- 
bilité du thermomètre à gaz. On considérera un thermomètre à gaz 
à pression constante, celle-ci étant maintenue à l’aide d’une colonne 
de mercure bouchant son tube de mesure. Pour déterminer la tempé- 
rature, on doit mesurer la variation du volume occupé par le gaz 
en repérant la position de la frontière inférieure de la colonne de 
mercure. [Il faut donc calculer les fluctuations du volume occupé 
par le az. On s’abstiendra de postuler qu'il s’agit d'un gaz parfait 
afin que les résultats restent valables même si l'appareil est rempli 
de liquide. 

Par conséquent, on aura à traiter le problème des fluctuations du 
volume occupé par un gaz ou par un liquide soumis à une pression 
extérieure donnée. Ce problème peut être résolu en considérant que le 
système étudié se compose (comme au $ 14) de V molécules de gaz et 
d'un piston (colonne de mercure) dont la position se trouve détermi- 
née dès qu’on se fixe le volume occupé par le gaz. En utilisant les 
mêmes notations qu'au $ 14, on peut écrire l'expression de la proba- 
bilité d'état du système sous la forme suivante: 


D—H (Pix: cs) PNzs Lis ce.) tons < 
6 


x dV dpy ds ... dzm pis +. dpwre (27.1) 


On obtient la probabilité d’une valeur déterminée de V qui nous 
intéresse par l'intégration sur x,, . .., Zn, Pyxs + + +» Dz Et SUT Py. 


L'intégrale | e-mie dr, ...dpy. est justement l'intégrale d'état du 


gaz qui est égale à e-*{(V/8. Par conséquent, la probabilité cher- 
chée est 


exp { 


w(V)dV=V 2xMe6 d®-Y-P")/6 qy, (27.2) 
devant être déterminé à partir de la condition 
| w (V) dV = 1. (27.3) 


U 


La quantité W (V) + PV est égale à l’énergie libre q (V) (plus exac- 
tement au potentiel thermodynamique) du gaz à la pression 
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extérieure P lorsqu'il occupe le volume V. Par conséquent, 


w (V)dV=V 2x MO e(2-0)8 dy. (27.4) 


L'énergie libre œ est proportionnelle au nombre NW de particules 
(pour une densité donnée) et présente un minimum pour le volume 
d'équilibre V, que l’on déduit de la condition 


= +P=0. (27.5) 


Comme N est un très grand nombre, le facteur e-®8 présente un 


= 


maximum aigu à proximité de V — V,. De ce fait la valeur de 
w (V) n’est notablement différente de zéro que pour les petites 
différences V — V,, de sorte qu’on peut développer , figurant dans 
l’exposant, en une série de puissances et ne garder que les termes du 
second ordre, en posant 


p)= 907) + (EE) M Lo v)+ (Le) 
(27.6) 


En portant cette expression dans (27.4), il vient 


w (V) dV =C exp { — Fr) (V—Vy} 4, (27.7) 


où C'est une constante que l’on calcule à l’aide de (27.3) [le maximum 
de w (V) étant aigu, on peut intégrer dans (27.3) de — o à + ol. 
On obtient ainsi la distribution de Gauss. 

A l'aide de cette distribution on trouve sans peine pour le carré 
moyen des fluctuations 


TT 6 kT 
AV? = LODEL TEL — —6pjôV * (27.8) 
Pour un gaz parfait 
Op __NRkT 
8 Vi? 
de sorte que 
—  ys 
VAN 2 UN : (27.9) 


Dans la pratique des mesures, pour passer de la variation du volume 
du thermomètre à gaz à celle de la température, on utilise l'équation 
de Clapeyron, i.e. la formule 
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La limite de sensibilité cherchée du thermomètre à gaz s'obtient 
en posant ici 


ôV = V/ AV. 
Elle sera égale à 
ÔT = TIVN. (27.10) 


Si, par exemple, le thermomètre à gaz renferme une mole de gaz 
(son volume est donc égal à 22,4 1), N est la constante d'Avogadro 
égale à 6,02-10* mole-! et par conséquent 


ST = T/(7,7-1011) = 1,2.10-T, 


valeur extrêmement petite ne pouvant être pratiquement atteinte [25]. 


$ 28. Fluctuations de la densité et du nombre de particules dans 
les systèmes à particules indépendantes (gaz, solutions) 


Soit un gaz parfait occupant un volume V est comportant W 
particules (molécules). Délimitons un volume v dans le gaz et cher- 
chons à calculer le carré moyen des écarts du nombre n de particules 


contenues dans le volume v par rapport au nombre moyen n#, ainsi 
que la probabilité pour que le nombre de particules dans ce volume 
soit égal à n. Pour un gaz parfait, conformément aux résultats déjà 
établis, les arrivées de molécules différentes dans le volume v sont 
des événements indépendants. 

Notons que les résultats ultérieurs sont également applicables 
aux molécules du soluté dans le cas d’une solution ou aux particules 
colloïdales en suspension. Dans le cas des gaz (même s'ils sont sou- 
mis à un champ de forces extérieures), ces résultats s'appliquent 
aussi aux fluctuations du nombre de particules dont les vitesses sont 
comprises dans des limites données, autrement dit aux fluctuations 
du nombre de particules se trouvant dans une certaine région de 
l'espace des phases de la molécule. En effet, comme il découle, par 
exemple, de l’expression canonique des probabilités d'état du gaz, 
les arrivées des différentes molécules dans cette région sont des 
événements indépendants (la probabilité d'un état est égale au 
produit des probabilités pour les molécules individuelles). Dans ce 
cas n s'exprime naturellement en conformité avec la distribution 
de Maxwell. 

La probabilité de trouver une particule déterminée dans le volume 
v est égale à p — v/V. Le nombre moyen de particules contenues dans 
le volume vest nr — Np. Quoique ce résultat soit presque évident, on 
peut s'assurer de sa justesse de la façon suivante. Posons 6, = 1 
si la k-ième molécule se trouve dans le volume v, et Ô, —= 0 si cette 
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molécule ne s'y trouve pas. Alors on a évidemment 
N ON 
ki km 
Or 


| ôp=1-p+0-(1—p)=p; 
c'est pourquoi 


LON 
n= > p=Np. 
h=i 


L'écart quadratique moyen (n—n)?=n?—n? se laisse calculer 
de la même façon. Calculons d’abord 72. On a 


r=(} 6) = > +2 > Gôp 
Rk=si has (R ts j) 


La deuxième somme concerne toutes les paires de particules lorsque 
k-Æj et contient N (N — 1)/2 termes. Comme 6, est égal soit 


à A soit à 0, S£ — ôp et OË — Ôx — p, et pour À Æ j 
6x0ÿ=1-1-p2+2.1.0-(1—p) p+0-0-(1— p?)= p?. 
Par conséquent, 


= Np+N(N—1) p° 
et 


(nr — —n)= rR—r=Np(i—p)=n(1—p). (28.1) 


Si la probabilité p — v/V est tellement petite qu'on peut la 
négliger devant l'unité (ce qui implique que le volume v est très 
petit devant V), la formule (28.1) se réduit à 


(n—n)=n. (28.2) 


Cette formule joue un rôle déterminant dans la théorie de tous les 
phénomènes liés aux fluctuations. 

La valeur moyenne de la densité prise sur un volume v est égale 
à p — m (n/v). L'écart relatif du nombre de particules par rapport au 
nombre moyen est égal à l'écart relatif de la densité p par rapport 
à la densité moyenne, i.e. 

n—n __P—P 
n Pp 
Le carré moyen de cette quantité est égal à 
1 


== == — Nv , (28.3) 


8 28] SYSTÈMES À PARTICULES IND£PENDANTES 257 


où , est le nombre moyen de particules contenues dans l’unité de 
volume (c'est la concentration de particules). On voit que les écarts 
relatifs de la densité diminuent à mesure que le volume V et la 
concentration NV, augmentent. 

La probabilité de présence dans le volume V de n particules 
quelconques du nombre total N de particules est donnée par la 
formule 


W (n) = TT p"(A—p}-*. (28.4) 


En effet, la probabilité pour que n particules déterminées se trouvent 
contenues dans le volume v et que les particules restantes setrouvent 
hors de ce volume, est égale, selon le théorème de la multiplication 
des probabilités, à p"(1 — p}N-7. On peut choisir ces r particules 
de NT manières différentes; selon le théorème de composi- 
tion des probabilités, c'est par ce nombre qu'on doit multiplier la 
quantité p" (4 — p}Ÿ-" pour trouver la probabilité W (n}. A l’aide 
de cette expression de la probabilité, on peut retrouver les expres- 


sions du nombre moyen n et du carré moyen des écarts (n — n°: 
1 
n= D nWi(n), (n—n}= D (n—n)2W(n). 
n=0 


n=0 


Après avoir calculé ces sommes, on relrouvera les résultats qui ont 
déjà été obtenus plus haut. 


Pour la plupart des applications, ce sont les deux cas limites qui 
comptent surtout. 


1. Cas de Poisson, où le volume V est beaucoup plus grand que r, 
et N'est très grand devant net n. Ce cas se réalise pour N — o lorsque 
n — Np est constant (et pas nécessairement grand}, de sorte que 
lors de ce passage à la limite, p doit tendre vers zéro. En remarquant 
que p = n/N et en écrivant W (n} sous la forme 


Werner (rl (TT 
1 


nl nan 
{ 177) 
on obtient, lors du passage à la limite V —+ co, la formule de Poisson 
a 

W (n) = €" PU . (28.5) 
Cette formule peut servir, par exemple, au calcul de la probabilité 
de trouver dans le champ de l'ultramicroscope un certain nombre de 
particules colloïdales. 


17-0297 
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2. Cas de Laplace. Ce cas se réalise lorsque p = v/V est arbitraire 
et {NV est très grand, de sorte que le nombre moyen de particules 


contenues dans le volume v égal à n — Np est très grand. Pour 
trouver la formule qui correspond à ce cas, il faut passer dans (28.4) 


Nu 4 N=9 


0123456789 


( 1: POST Ti Ter TT i 
0 2 416 8 1001214160 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 
d 


| 
] N=100 


SR RS SE SES RERE S one | 
0 5 10 15 20 25 30 85 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 
Fig. 11 


à la limite V —+ oo à p constante. La démonstration de cette formule 
peut être trouvée dans tous les cours de calcul des probabilités*). 
Cette formule est de la forme 

Lin "#0 

1 (n— Np}? 

+ a Cr 
V 2aNp(1—p) 2Np(1—p) 

Par conséquent, lorsque W est grand, on peut utiliser la formule 


approchée 
V'2axNp(1—p) ° { 2Np (4— p) } | , 


On a représenté sur la figure 11 l'allure de variation de W (n) pour 
différents NV et pour p = 1/3. Avec N — 100 les valeurs de W (n) 


+) Voir, Voir, Par exemple: Markov A. A., Calcul des probabilités, 4e éd., M., 
Gosizdat, 1924 (en russe) ; Bernstein S. N., Théorie des probabilités, 4e éd., M., 

L., ONTI, 1946 (en russe) ; Mieses R., Wahrscheinlichkeitrechnung. [Gnéden- 
ko B. V., Cours de théorie des probabilités, 5e éd., M., Naouka, 1969 (en russe).] 


W (n) = 
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sont déjà en bon accord avec la formule (28.6). Il est évident que la 
courbe (28.6) est « gaussienne » ; elle est symétrique, ce qui signifie 
que Îles probabilités des écarts positifs et négatifs sont égales. 

Jusqu'ici on n’a envisagé que les fluctuations du nombre de 
particules contenues dans un volume v déterminé délimité au sein 
d'un volume V. Dans nombre de cas, on peut avoir intérêt à connaî- 
tre la formule des probabilités de distribution du nombre de parti- 
cules entre un grand nombre de volumes v,, v,,. ..délimités au sein 
du volume V. Pour le cas d'un gaz, on peut énoncer le théorème sui- 
vant concernant les fluctuations des nombres de particules conte- 
nues dans ces différents volumes. Si v, et v, sont deux petits volu- 
mes délimités à l’intérieur d'un récipient fermé de volume F, les 
fluctuations des nombres de particules qui y sont contenues sont 
statistiquement indépendantes. On s'abstiendra de démontrer ce 
lhéorème, mais on donnera la déduction directe de l’un de ses corol- 
taires, qui joue un rôle important dans la théorie de la diffusion de 
la lumière dans les gaz. Montrons que pour ces deux petits volumes 
la valeur moyenne du produit des fluctuations (écarts par rapport 
à la moyenne) des nombres de particules An, An, est égale à zéro. 

Pour le démontrer, on procédera de façon analogue à ce qui a été 
fait pour arriver à la formule (28,1). Posons ôx* — 1 si la k-ième parti- 
cule est contenue dans le volume v,, et posons ôf? — 0 dans le cas 
contraire. De même 6j” sera égal à 1 ou à O suivant que la k-ième 
particule est contenue ou n'est pas contenue dans le volume v.. 
On a donc 


N N 
rm= 2) 6”, m= 2 Ôÿ 
k =! 


et par suite 


N N 
Ru = ÿ EE D 6 D 6: 
- k,j= hemi tk 
La deuxième somme concerne tous les indices k et j inégaux et 
comporte V (N — 1 termes. En dénotant les probabilités d'arrivée 


d'une particule donnée dans les volumes v, et v, respectivement par 
P = V/V = n/N et pa = v2/V = n,/N, on trouve pour les valeurs 


moyennes (espérances mathématiques) 04’; (avec k = j): 
Ôx 0ÿ = 1-1-pipz+ 1-0-p1 (1 — p2) + 
+0-1-(1— p;) p2+0-0-(1— ps) (1 — p2) = piP2- 


Puisque ne serait-ce que l’une des quantités Ôf” ou ê’ est toujours 
égale à zéro on a 
ô},' 0x = 0. 


17% 
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Il s'ensuit que 


NP = N'(N—1) psp: = Nil — TS 
et | 
Ann = (nn) (n2— 72) = Rio — Nine = — 


Lorsque W est très grand devant n, et n., nin./N est très petit, et 
à la limite pour N — co 


An,An = 0. (28.7) 


Simultanément devient nul le « coefficient de corrélation » des fluc- 
tuations dans les volumes v, et v, qui est égal à 


Ariâr, — nins/N D — Nil 
V'AniAn Vni(i—pne({— pa) N 


et qui constitue une mesure des liens statistiques entre les fluctua- 
tions dans ces volumes. 


$ 29. Diffusion moléculaire de la lumière 


La distribution non homogène de la densité résultant des fluctua- 
tions conduit à ce que le milieu devient optiquement inhomogène, 
en ce sens qu’en ses divers points l'indice de réfraction a des valeurs 
quelque peu différentes. Ceci provoque la diffusion de la lumière 
dont l'étude permet de se faire une idée de la grandeur des fluctua- 
tions. On montrera dans ce qui suit que pour les gaz et les liquides 
l'intensité de la lumière diffusée par un corps avant un volume 
quelconque est proportionnelle au carré moyen des fluctuations du 
nombre de particules du corps. 

Pour pouvoir calculer l’intensité de la lumière diffusée (visible, 
ultraviolette ou infrarouge}, on peut considérer que le corps est 
continu et caractériser ses propriétés optiques à l’aide d'un indice 
de réfraction variant d'un point à l’autre par suite des fluctuations. 
Cela permet d'utiliser les équations macroscopiques du champ élec- 
tromagnétique : 


Ë + 4nP = crot H, H=—crotE, (29.1) 


où E est l'intensité du champ électrique, H l'intensité du champ 
magnétique et P la polarisation du milieu. La polarisation est 
définie par l'équation 


P— e + Ae —1 E 


AN ’ 


(29.2) 
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où e — u* est la permittivité diélectrique optique moyenne du milien 
(u est l'indice de réfraction pour la lumière d’une fréquence «w don- 
née) ; e ne dépend pas des coordonnées, Ae est la variation de la 
permittivité diélectrique optique due aux fluctuations. C'est donc 
une fonction du point. 

La résolution du problème de la propagation de la lumière dans 
un milieu inhomogène se trouve grandement facilitée par le fait que 
la partie alternative Ae de la permittivité diélectrique est petite. 
On peut alors représenter le champ régnant dans le milieu sous forme 
d'une somme des vecteurs E,, H, du champ de l’onde incidenteque 
l’on aurait en l’absence de fluctuations, et des vecteurs supplémen- 
taires E,, H, du champ déterminé par les fluctuations. On à donc 


E-E +E, H=H,+H, (29.3) 


Les quantités E, et H, sont les vecteurs champ de la /umière 
diffusée et ce sont ces vecteurs que l’on cherchera à calculer. Remar- 
quons d’abord que la présence des fluctuations dans le milieu déter- 
mine l'apparition d'une polarisation supplémentaire égale à 

âe 
Ag 
Comme les fluctuations sont petites et qu'en conséquence l'intensité 
E, du champ de la lumière diffusée est petite devant E,, on peut 
remplacer, dans la formule ci-dessus, E par E, en négligeant le 


terme E, qui est de l'ordre de (Ae)*. On posera donc 
APE. (29.4) 


Puisqu'on doit poser que E, et Ae sont connus, la valeur de AP 
est donnée, de sorte que la détermination de E, et H, se trouve 
ramenée au calcul des vecteurs champ dans un milieu de permittivité 
e d’après une distribution donnée de la polarisation AP. On peut 
dire aussi que le champ est défini d’après une distribution donnée 
des moments électriques dans le milieu et sera évidemment égal à la 
somme des champs dus à la variation de polarisation AP dans diffé- 
rents volumes du corps. La polarisation supplémentaire AP crée dans 
le volume dv un moment électrique p — AP dv. Le champ qu'elle 
crée est celui d’un dipôle de Hertz ayant ce même moment électrique. 

Le champ du dipôle *) peut être déduit du vecteur de Hertz 


__ p{t—r Velo) 
II — —_—_ 7: (29.5) 
*) Voir, par exemple: Cohn E., Das elektromagnetische Feld, 1927, p. 230: 


Tamm I. E., Fondements de la théorie de l'électricité, 9e édition, M., Naouka, 
1976, $ 99 (en russe). On y donne la solution du problème pour e = 1. 
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où c/V'e = c/u est la vitesse de la lumière dans le milieu. On calcule 
les vecteurs E, et H, d’après les formules 


E,=vdivni—<#if, H=<rotil (29.6) 


Supposons que l’onde lumineuse incidente soit monochromatique 
à polarisation rectiligne dont les vibrations électriques sont orientées 
suivant l'axe des z. On posera que son amplitude est égale à l'unité. 
Au point où se trouve le volume dv on a alors 


E,, = etot, Fee Fay = (29.7) 

p=p,=AP = Âe = Eoz dy = 2e Le etot dv. (29.8) 

Le vecteur de Hertz est dirigé suivant l'axe des z et a pour valeur 
DU, = kexpio (th). (29.9) 


k étant le vecteur unité suivant l’axe des z 

En utilisant (29.6) on déduit les vecteurs E, et H, ; à des distan- 
ces de dv, qui sont grandes devant la longueur d'onde (i. e. dans la 
zone d'onde). le vecteur E, est dirigé suivant le méridien d'un systè- 
me de coordonnées sphériques dont l'axe polaire est dirigé suivant 
l'axe des z, tandis que le vecteur H, est dirigé suivant un parallèle 
de ce même système de coordonnées; on trouve 

2 1 s 
Es= Ejg = SE exp io | — +) . (29.10) 

Le rapport du carré moyen de l'amplitude £, au carré de l’amplitu- 
de ÆE, (qui a été prise pour unité) donne le rapport de la densité 
d'énergie de la lumière diffusée à la densité d'énergie de la lumiére 
incidente, i.e. le rapport de leurs intensités. Ce rapport est donné 
par l'expression 


I ot sin? Ÿ — 
Tr = nes ÂE Ae? dv’. (29.11) 


Le problème consiste donc à calculer la quantité Ae? pour le volu- 
me dv. 

Pour résoudre le problème optique, on a posé que le volume dr 
était infiniment petit. Or, ce qui importait surtout, était qu'il 
fût petit devant la longueur d'onde. Dans les calculs statistiques 
de la quantité Ae° on pourra donc admettre que dc est fini. La varia- 
tion de permittivité diélectrique Ae dans le volume dv est déterminée 
par la variation de densité Ap dans ce même volume. On a évidem- 
ment Ap/p — (n — n)/n = An/n, n étant le nombre de particules 
et z le nombre moyen de particules contenues dans le volume dv. 
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Après avoir développé Ae en une série de puissances de Ap et en 
ne gardant que le terme linéaire de ce développement, on trouve 


Ae = Ap. (29.12) 
Le carré moyen de e est égal à 
Ae= (2e \'A% 
Âe =() Ap?. (29.13) 
En substituant cette expression dans (29.11) il vient 


= ot sin? Ÿ 

=" Tone (2) AP. (29.14) 
Ce rapport représente l'intensité de la lumière diffusée par un volu- 
me dv qui est très petit devant la longueur d'onde. Or, dans les 
observations, on a affaire à des volumes qui sont grands par rapport 
à la longueur d'onde. En règle générale, pour trouver l'intensité 
de la lumière diffusée par un grand volume, on doit faire la somme 
des champs de la lumière diffusée par les différents éléments de ce 
volume, compte tenu des différences de phase entre ces champs, et 
calculer ensuite l'intensité du champ résultant. 

Néanmoins, dans les tas simples (diffusion par les gaz ou les 
liquides se trouvant dans des états assez éloignés du point critique), 
ce problème peut être résolu plus simplement. Cela tient à ce que 
dans tous ces cas les rayons lumineux diffusés par deux volumes 
dv, et dr,, tous deux petits devant la longueur d'onde, ne sont pas 
cohérents entre eux. La raison en est que les fluctuations de la densité 
dans les volumes dv, et dv, sont statistiquement indépendantes, ce 
qui implique que 


ApAp; = 0. (29.15) 


Pour un gaz parfait, ce résultat découle directement de la formule 
rigoureuse (28.6) exprimant l'indépendance des fluctuations du nom- 
bre de particules dans des volumes différents. En remarquant que 


AnjAn 
AP:Ap: = pie 
on retrouve aisément la formule (29.15). 

Pour les liquides et les gaz non parfaits, cette indépendance 
sera démontrée au $ 32. Dans ces cas, elle se réalise si les dimensions 
des volumes dv, et dv, sont grandes devant le rayon d'action des 
forces moléculaires qui est de l’ordre de 107? cm. On peut choisir 
dv, et dr, de façon que cette condition soit vérifiée et qu'en même 
temps les dimensions de dv, et dv, soient petites par rapport à la lon- 
gueur d'onde de la lumière visible (10° cm). 
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De (29.15) il découle directement que la lumiere diffusée par des 
volumes dv, et dv, distincts est incohérente. En effet, conformément 
à (29.10), (29.12), l'intensité E,; de la lumière diffusée par dv, est 
proportionnelle aux fluctuations de la densité Ap; dans cet élément 
de volume et peut être écrite sous la forme 


E; = A;Ap;, 
où À, est un facteur indépendant de Ap;. L’intensité de la lumière 
diffusée par un volume & constitué par les volumes élémentaires 


du,, du:, . .., est proportionnelle à | E |*, E étant l'intensité du 
champ de la lumière diffusée par tout le volume v: 


E — DE; — D'A;Ap:. 
Le carré moyen de E est égal à 


[E[2=| > Asp, (= 2 1 A; PApi+ 2 A,A*Ap;Aps. 


Dans les cas où les fluctuations qui se produisent dans différents 
volumes sont statistiquement indépendantes (conformément à (29.15)), 


Ap;Apx = O0 et par conséquent 
[EP=2 IA lApi= DIE le. (29.16) 
résultat qui démontre notre assertion. 


A grande distance du volume diffusant, le facteur | À, |* figurant 


auprès de Ap3 dans (29.16) et dépendant de v peut être posé égal pour 
tous les volumes dv, ce qui implique que la sommation des expres- 
sions | À; [*Api sur tous les volumes dv se ramène à leur multiplica- 
tion par v/dv. On trouve ainsi l'expression suivante de l'intensité 
de Jla lumière diffusée par le volume v: 


11 __ oftsin’ 6 de \2 Ap° dv = 
= ane | Fe) = 0. (29.17) 


Pour les gaz, selon (28.3), on a Aop®/p° = 1/N,dv; en outre, la 
dépendance de e avec la densité est donnée avec une approximalion 
suffisante par la relation 

e — 1 = const-p, 
de sorte que 
0e 
p3 —e—1=p—1. 
Comme l'indice de réfraction u est peu différent de l'unité, on peut 
remplacer p* — 1 = (u — 1) (u + 1} par 2 (u — 1'.et par suite 
de 


P3 —2(h—1). 
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L'intensité de la lumière diffusée par un gaz est donc 


Ji _ ot sin? Ÿ (u—1})’v 
Lo — (2ncir)* N: ° 


Notons que dans le cas des gaz cette expression coïncide avec 
celle que l’on obtient en supposant que lors de la diffusion de la 
lumière les molécules individuelles émettent des ondes qui ne sont 
pas cohérentes entre elles. On peut s’en rendre compte sans faire 
de calculs en considérant des gaz tellement raréfiés que les distances 
entre les molécules y sont très grandes par rapport à la longueur 
d'onde de la lumière. Dans ce cas les différences de phase des ondes 
diffusées auront toutes les valeurs de 0 à 2x avec la même probabili- 
té. On doit cependant tenir compte de ce qu’on ne peut calculer 
l'énergie de la lumière diffusée en faisant la somme des énergies de 
la lumière diffusée par les molécules individuelles que dans le cas. 


des gaz parfaits pour lesquels An? = n. 

On sait que la couleur bleue du ciel, ainsi que la polarisation 
de la lumière céleste s’expliquent par la diffusion de la lumière par 
les molécules de l'atmosphère terrestre. Les conclusions quantitatives. 
de la théorie de la diffusion par les gaz dans la forme qui vient 
d’être exposée sont en bon accord avec les données expérimentales 
obtenues, par exemple, avec les gaz rares (hélium, argon). Pour 
les autres gaz, le gaz carbonique par exemple, on constate des 
écarts par rapport aux résultats théoriques. Selon la théorie exposée: 
plus haut, si la lumière incidente est polarisée rectilignement, la 
lumière diffusée sera totalement polarisée. Dans les expériences, on 
n'arrive à ce résultat que lorsque le gaz est composé de molécules 
à symétrie sphérique, ce qui est le cas pour les gaz rares. Pour le 
gaz carbonique et tous les autres gaz dont les molécules sont asymé- 
triques, la lumière diffusée n'est que partiellement polarisée. Cela 
tient à ce que, dans ce dernier cas, le gaz étant en moyenne optique- 
ment isotrope, les fluctuations peuvent y provoquer des écarts locaux 
par rapport à l’isotropie optique. Compte tenu de cette remarque, la 
théorie est en mesure d’expliquer en détail tous les résultats expéri- 
mentaux pour les gaz. 
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On a vu que l'existence des fluctuations résultait directement de: 
nos conceptions de |? équilibre thermodynamique. Dans tout problème: 
concernant les fluctuations à l'état d'équilibre thermodynamique, 
on cherche à déterminer la distribution des probabilités pour un 
paramètre intérieur quelconque du système, autrement dit pour une 
certaine fonction des coordonnées q;, +, ..., qui caractérisent 
l'état du système, ou la distribution des probabilités pour plusieurs: 
paramètres intérieurs Ë,, £., E,,.. . Dans de nombreux cas il suffit. 
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de connaître les carrés moyens des fluctuations de ces paramètres, 


i.e. des quantités (£,; — E;}* qui donnent une mesure des fluctuations 
de ces paramètres. Les méthodes générales de la thermodynamique 
statistique permettent en principe de résoudre ce problème, à condi- 
tion de connaître la structure moléculaire du système considéré. 
Dans ce cas en effet, pour un système isotherme, la distribution 
canonique donne la distribution pour toutes les coordonnées et 
impulsions du système ; il s'ensuit qu’on peut en déduire la distri- 
bution des probabilités pour n'importe quelle fonction de ces vatia- 
bles. Aux $$ 27 et 28 il a été montré comment l'application 
de ce procédé avait permis de résoudre des problèmes simples concer- 
nant les effets des fluctuations. 

Il est bien naturel de se demander de quoi dépendent les fluctua- 
tions d'un paramètre donné, pour quelles variables les fluctuations 
sont grandes et pour quelles autres clles sont petites et comment 
‘elles dépendent des propriétés du système. Il importe aussi de savoir 
si on peut donner une solution aux problèmes concernant les fluctua- 
tions (par exemple au problème des fluctuations de la densité 
dans les liquides) sans connaître en détail la structure du système 
et ne connaissant que ses caractéristiques phénoménologiques. 

La réponse à ces questions a été donnée dans les travaux de 
‘Smoluchowski et d'Einstein, qui utilisèrent pour cela le principe de 
Boltzmann. Ce principe établit une relation entre le rapport des pro- 
babilités de deux états arbitraires (états hors d'équilibre en général) 
du système isotherme et la différence des énergies libres de ces états. 
Dans le cas d’un système énergétiquement fermé, le principe de 
Boltzmann lie le rapport des probabilités de deux états à la diffé- 
rence de leurs entropies. 

En traitant le problème des fluctuations du volume du thermo- 
mètre à gaz. on a obtenu la formule (27.4). C'est cette formule qui 
‘exprime le principe de Boltzmann dans ce cas particulier. Cette for- 
mule montre que la probabilité de fluctuations du volume V peut 
être écrite sous la forme 


w (V) dV = const -exp { — 0°} dv, 


où ® est l'énergie libre (à pression extérieure constante ou autre- 
ment dit potentiel thermodynamique} à l’état d'équilibre et œ (V) 
la valeur de l'énergie libre à la même pression extérieure P mais 
pour un volume V différent du volume à l'équilibre. Le rapport des 
probabilités de ces deux états caractérisés par les volumes V, et V, 
‘est égal à 

w (V1) _ {— P (V1) —® (Va) } 

w (Va) Pl — = 
Dans le cas général d’un système enfermé dans un thermostat ayant 
une température donnée, on peut formuler le principe de Boltzmann 
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de façon analogue à sa formulation dans le cas particulier envisagé 
ci-dessus. Soient deux états 1 et 2 (dans le cas général, ne coïncidant 
pas avec des états d'équilibre) caractérisés par des valeurs détermi- 
nées des paramètres intérieurs E,, &,,..., Ë,. Pour l'état 1 ces para- 
mètres seront dénotés par Ei!" et pour l’état 2 par Ef”’. Soit 


w (En: Ëo, RE | En) dE, dEa. .. dE, 


la probabilité de l'état caractérisé par les valeurs des paramètres Ë, 
comprises dans les intervalles (E;, E; + dE;). Dans ce cas, 


Wy __ Pr —P: | 
= EXP {— | 5 +. (30.1) 
Notons quew, = w (E,E,,,.,E),w, = w (E, Er ,..., EC): 


6 désigne comme toujours kT, T étant la température du thermostat : 
ap (ES, ES, ..., Et) et = 4h (E;, 87 ,...,67 désignent les 
Energies libres de ces deux états. Si l’un des états est un état d' équi- 
libre et le second un état différent caractérisé par les valeurs des 
paramètres E,, E,..., &:, à la place de (30.1) on écrira évidemment 


a (En, Eos. es En) dE do. « « dtn= const-e- 40/8 dE, dE, . . .dt,, (30.2) 


où A est la différence des énergies libres de l'état considéré et de 
l'état d'équilibre. 

Le principe de Boltzmann est une conséquence des principes 
généraux de la thermodynamique statistique; on montrera au $ 31 
comment on fait pour le déduire, quelles sont ses limites d’applica- 
tion et on y précisera sa formulation. Le principe de Boltzmann four- 
nit des réponses aux questions posées au début de ce paragraphe. 
La relation (30.2) montre que plus l'énergie libre du système à l’état 
considéré diffère de sa valeur minimale correspondant à l’état 
d'équilibre, plus la probabilité de cet état est petite. Comme 
la probabilité d'un état est égale au temps relatif de séjour dans 
cet état, on peut dire que les systèmes passent le plus de temps dans 
des états proches des états d'équilibre. La différence des énergies 
libres A1 est égale au travail isotherme qu'il faut effectuer pour faire 
passer le système, de façon réversible, de l’état d'équilibre à l’état 
considéré. Il s'ensuit que ce sont les états exigeant peu de travail 
pour passer à l’état d'équilibre qui possèdent la plus grande probabi- 
lité de réalisation. 

A l’aide de la relation (30.2) qui exprime le principe de Boltz- 
mann pour un système enfermé dans un thermostat, on arrive à calcu- 
ler les probabilités des états hors d'équilibre en se servant des données 
empiriques relatives aux propriétés du système considéré. Pour ce 
faire, on doit commencer par calculer à l’aide de la thermodynami- 
que phénoménologique la valeur de l'énergie libre de l’état hors 
d'équilibre considéré, trouver ensuite la valeur de A et la substi- 
tuer dans (30.2). 
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Si on ne dispose que de données empiriques pour décrire les pro- 
priétés thermodynamiques d’un système (c’est le cas pour les liqui- 
des, par exemple) la mise en œuvre de cette méthode permet de calcu- 
ler la probabilité d'un écart donné par rapport à un état d'équilibre, 
ce qui revient à trouver les probabilités des fluctuations. 

Afin d'utiliser correctement l'équation (30.2) il importe de 
noter que la quantité Aw est proportionnelle au nombre W de parti- 
cules contenues dans le système. Comme W est un très grand nombre, 
le rapport A/6 présente un minimum très accentué pour les valeurs 
d'équilibre E; — E‘"’et la probabilité de ces valeurs n’est notable- 
ment différente de zéro que pour des valeurs de Ë,; peu différentes 
des valeurs d'équilibre Ef. Il s'ensuit qu’on peut développer A en 
une série de Taylor suivant les puissances de E; — E;"” et ne conser- 
ver que les termes du second ordre. 

Ayant choisi les variables de telle sorte que leurs valeurs d’équi- 
libre soient nulles et en remarquant que pour l'équilibre 9 (Awÿ)/0E — 
= 0 (puisque A présente un minimum) on arrive au résultat suivant: 


W (E, Bo + - +» En) dE dE. . dE, = 
—Ce-Avle dEdt....dt,, (30.3) 


« 


ou 


A+ Dont C=[ [e-ave dde. dE], 
1h 


Vs étant la valeur de la dérivée 0p/0Ë, 0Ë, à l'état d'équilibre. 
Comme les valeurs E; = 0 correspondent à un équilibre stable, 
la forme quadratique 


Aÿ = 2: PrrbiËn 
th 


est une forme définie positive. 

L'expression (30.3) montre qu'on trouve pour les probabilités 
une distribution gaussienne multidimensionnelle. Si les variables E; 
ont été choisies de telle sorte que la forme quadratique A est réduite 
aux axes principaux, i.e. Yy, = 0 pour ik, on a 


2 
w=Cexp { 2 (30.4) 
Dans ce cas, les différents E, sont statistiquement indépendants 


les uns des autres, i.e. E;E, — 0 et leurs carrés moyens sont égaux à 


gr 8 _ __9 
HE Gr — Dept (80.5) 


__. Dans le cas général où 4,4 0, on trouve aussi facilement les carrés moyens 
83, ainsi que &,ë,. Pour y arriver, on calcule les valeurs moyennes des quantités 
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&, d/0E,. En intégrant par parties, comme on l’avait fait au $ 15, on trouve 


—_— —— 
En — 0. Er = 0 avec I k. (30.6) 


En remarquant que G/0Ë, — » ŸyËs, On arrive à un système d'équations 
3 


servant à calculer toutes les moyennes E;ëz, i.e. 


>» VinË si = Oôir. (30.7) 
J 


Ce résultat se laisse interpréter simplement. Lorsqu'une force généralisée 
K, agit suivant la « direction » d'une coordonnée généralisée E;, les conditions 
d'équilibre s'expriment par 


D ir =0, _% avec À Æ i, 
6 
ou encore 


0 
= bunk D Vaits = OK. (30.8) 


En identifiant (30.7) et (30.8) et en remarquant que les déterminants de ces 
systèmes linéaires, qui sont égaux au déterminant de la forme quadratique A, 
ne sont pas nuls, ce qui implique que ces systèmes ont une solution unique, on 
arrive à la conclusion que Îa solution du système (30.7) coïncide avec celle du 
système (30.8), à condition de poser dans cette dernière X; — kT. Cela signifie 
que La valeur moyenne EE, est égale à la valeur E, lorsque le système se trouve en 
équilibre sous l'action d'une force généralisée égale à kT et agissant dans la « di- 
rection » de Ë;. 


Pour un système fermé ayant une énergie Æ donnée, le principe 
de Boltzmann s’énonce de manière différente. Dans ce cas, au lieu 
de (30.1), on a la relation 


Si Se , (30.9) 


TL — ex 
we — XP k 


ou ce qui revient au même, la relation suivante: 
D 
S, —S, — k In + . 
We 


Ici S, et S, sont les entropies dans les états À et 2 pour une énergie 
donnée E et des paramètres extérieurs données. Il résulte de (30.9) 
que pour un système fermé la probabilité d’un état est plus grande 
pour les états de plus grande entropie et donc, plus l’entropie est gran- 
de, plus le temps de séjour du système dans cet état est long. 
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$ 31. Déduction du principe de Boltzmann 
pour un système en thermostat 


# 


Le principe de Boltzmann établit une relation entre l'énergie libre d’un 
état hors d'équilibre et sa probabilité. C’est pourquoi pour une déduction géné- 
rale, il faut disposer d'une définition générale de ce qu’il faut entendre par 
« énergie libre d'un état hors d'équilibre ». Si le système étudié peut être divisé 
en parties dont chacune est en équilibre, son entropie est définie en tant que 
somme des entropies des parties séparées. Posons que l'énergie de ces parties 
est additive (on néglige l'énergie de leurs interactions mutuelles). Dans ces 
conditions, en définissant l'énergie libre comme la différence £ — TS, l'énergie 
libre du système sera égale à la somme des énergies libres des parties séparées ; 

our chacune de ces parties, on doit prendre la valeur « d'équilibre » de l'énergie 
ibre. Une définition plus générale de l'énergie libre d’un état hors d'équilibre 
est la suivante *). 

La différence entre l'énergie libre d'un état donné et celle de l’état d'équi- 
libre est égale au travail qu'il faut fournir au système pour que le système passe 
de façon réversible de l’état d'équilibre à l'état considéré. 

Cette définition doit cependant être précisée à deux points de vue. Première- 
ment, il faut savoir ce qu'il faut entendre par transition réversible (i.e. tran- 
sition quasi statique, passant par les états d'équilibre) à un état hors d'équilibre. 
Deuxièmement, il faut préciser ce qu’il faut entendre par « état hors d'équilibre 

onné ». 

Examinons la question des transitions réversibles. Il est évident que le 
passage d'un système à un état hors d'équilibre ne peut pas être réversible 
puisqu'il doit traverser une suite d’états irréversibles. Mais ce passage peut être 
réalisé de façon réversible si on introduit un champ de forces supplémentaire. 
Dans ces conditions, on pourra définir l'énergie libre d'un état hors d'équilibre 
(que l'on dénotera provisoirement par la lettre F) de la façon suivante: 

Pour un état hors d'équilibre et des conditions extérieures données, l'énergie 


libre F, est égale à 
FA=Yi—U, (31.1) 


où U est l’énergie potentielle du champ de forces en présence duquel l'état 1 
devient un état d'équilibre du système et Y, l’énergie libre de cet état d'équilibre 
correspondant aux nouvelles conditions extérieures dans lesquelles se trouve 
maintenant le système (grâce à l'existence du champ de forces). 

llustrons cette définition par un exemple. Posons que le système est un 
gaz parfait soustrait à l’action du champ de pesanteur. L'état correspondant à 
une densité irrégulière du gaz est un état hors d'équilibre. Cet état devient un 
état d'équilibre en présence d'un champ de pesanteur extérieur adéquat. Dans 
ce cas, U figurant dans G .1) sera l'énergie potentielle du gaz dans ce champ de 
pesanteur et l'énergie libre du gaz soumis à l'action de ce champ. 

Démontrons que l'application à l'énergie libre d’un état hors d'équilibre 
[conformément à la définition (31.1)] du principe d'équilibre (minimum de 
l'énergie libre à l’état d'équilibre) découle immediatement de l'impossibilité 
de réaliser un perpetuum mobile de seconde espèce. Considérons un cycle iso- 
therme évoluant dans des conditions extérieures constantes, par exemple à volume 
constant. 

Posons que le système se trouve à l’état d'équilibre 0. On applique de façon 
infiniment lente un champ de forces tel que le système passe à l'état 1. l'énergie 
potentielle du champ étant alors égale à U. C'est là une transformation réver- 
sible et en présence du champ de forces supplémentaire l'état 1 est un état 
d'équilibre. Le travail produit par le système au cours de cette transformation 


[*) 11 est partout question de systèmes thermiquement homogènes, comme 
l’implique le titre de ce paragraphe.] 
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est donc égal à ' 
À = L F7 — Yi. 


Maintenant on supprime instantanément le champ U. Sans champ supplémentaire 
le système se trouve dans l'état 1 qui est maintenant un état hors d'équilibre; 
le travail produit est alors égal à 


A" = U. 


Après cela le système retourne progressivement et sans aucune production de 
travail (le volume étant constant) à l'état d'équilibre 0. 

Le travail du cycle À + 4°’ ne peut être positif en vertu de l'impossibilité 
du perpetuum mobile de seconde espèce, i.e. 


A+A'=Y —WY+U<O, 
Fr = —-U > 


F; > Fos 
ce qui exprime le principe d'équilibre. 

La définition de l'énergie libre des états hors d'équilibre donnée ci-dessus 
peut être transposée en thermodynamique statistique. Soit un système caracté- 
risé par la fonction de Hamilton H (X), où X désigne comme d'habitude un 
point de l'espace des phases. i.e. l'ensemble de toutes les coordonnées et de 
toutes les impulsions du système, et dX un élément de volume de l'espace des 
phases. Les valeurs de tout paramètre intérieur du système, donc de toute fonc- 
tion de phase E (X), correspondant à l'équilibre, sont égales aux valeurs 
moyennes de cette fonction: 


d'où 


ou comme Fo = Yo 


Eo=E= | 8 (X)exp {en À aX, (31.2) 
où Y, est l'énergie libre du système à l'état d'équilibre, de sorte que 
Foi ° H (X) 
exp {—}- Î exp {= dX. (31.3) 


Les intégrales sans limites d'intégration doivent être étendues à tout l’espace 
des phases. 

Cherchons à calculer l’énergie libre à l'état hors d'équilibre pour lequel le 
paramètre intérieur considéré est égal à &, avec &  E,. Appliquons un champ 
de forces supplémentaire d’énergie potentielle U (X) tel qu'en sa présence la 
valeur d'équilibre (valeur moyenne) de Z (X) soit égale à 


t=È— | 8 (X) exp {re or) dX, (31.4) 
où 


(_ H GO +U (X) | OX. 


exp + = | exp (31.5) 


Y désigne l'énergie libre d'équilibre en présence du champ U (X). 
On définira l'énergie libre F de l'état hors d'équilibre considéré par la relation 


F=wY—U, (31.6) 
U étant la valeur moyenne de l'énergie potentielle supplémentaire LU (X) qui 


est égale à 
U= | U (X) exp {100} aX. (34.7) 
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On utilisera ici et ultérieurement les notations suivantes des valeurs moyennes: 


Î= | {(X)exp T9 dX. 


Démontrons que la fonction F présente un minimum à l’état d'équilibre 
pour lequel F, = Yet ce. quel que soit le potentiel U (X), i.e. pour n'importe 
quelles perturbations de l'équilibre. On a en effet 


F—Fo=V— YU = | LE —Yo—U (X)] exp FH 00, dx. 


introduisant les notations 
_ Wo— A (X) __W—W,—U(X) 
— re) "À rs) 
et remarquant que 
| eV dX — | exp {er} dX=1, 


| eT+x ax = | exp (6) dX =1 


et par conséquent 
( eP(1—et) dX = 0, 
v 

on obtient 


F—F,=8 | ye9T* dX == © | eP (yet +1—ex) uX. 


Comme eŸ > 0, yet + 1 — eX > 0 *), on trouve l'inégalité cherchée 
F _— Fo > 0. 


Il importe de noter que la définition donnée est insuffisante et ne permet 
pas de définir univoquement F en fonction de £. En effet, la condition (31.4) 
peut évidemment être vérifiée par des U (X) différents pour € (X) et & donnés. 
A des fonctions U (X) différentes correspondent alors des F différents et par 
suite F (E) n’est pas défini de façon univoque. Néanmoins, quel que soit le 
choix de U (X), le « principe d'équilibre » est respecté et tous les F (E) pré- 
sentent des minimums à l'état d'équilibre. 

On peut rendre la définition de F (£) univoque en la complétant comme suit. 

On appelle énergie libre d'un état hors d'équilibre correspondant à une valeur 
donnée du paramètre (E) l'expression (31.6) où U (X) doit être choisie de telle sorte 


que la différence F = W — U présente un minimum pour E = € (X) donné. 
Démontrons que ce minimum apparaît lorsque U (X) = a E(X), a étant 
une constante [26]. Dénotons par Fu et Vules grandeurs F et Y correspondant 
à un choix arbitraire de la fonction U (X) et par Fz et Ya Îles mêmes grandeurs 
pour une certaine fonction U (X) spécialement choisie. On a alors les égalités 


{*) Pour trouver cette inégalité il suffit de déterminer le signe de la dérivée 
f” (x) de la fonction f (x) = %e* + 1 — eX en remarquant que j (0) = 0.] 
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suivantes: ° 
Fy= | (Yu —U (X)l exp {102} dX, (31.8) 
| exp (Ur) adX = À, (31.9) 
F- = | [Ye —a8 (X)] exp (ET) dX, (31.10) 
| exp fE ) dX=1. (31.41) 


D'autre part, puisque la valeur E(X)—E est donnée, on a 


u — H (X)—U (À) 
6 


&— | 8 Goexp { F ax}= 


Ye — H(X)—az (X 
= | E (X) exp ER dX. (31.12) 
Donc, en vertu de (31.8), (31.10) et (31.12), on a 
Fu—F== 22 (X)— Ye + 48] exp {TEL } dx. 


Introduisant les notations 
Y— H (X)—a€ (X) , Yu —U (X)— a+ (X) 
= : = È 


[$) 
et utilisant les égalités (31.9) et (31.11) on obtient 


Fu—F:=8 | xeV**aX=0 | eP(yek+1—e7) dX. 


En remarquant que 
xe7 +1 — &X >0, 
on trouve l'inégalité cherchée 
Fu — Fs > 0. 


La valeur F2 (£) —  (£) obtenue grâce au choix spécial de la fonction 
U (X) = a£ (X) sera désignée dans ce qui suit sous le nom d'énergie libre hors 
d'équilibre correspondant au paramètre £. Comme dans ce cas 


— ôÙ  0Y — = OÙ C1 4 
E=Es=——= 3a U=ai=a-r=a—— , (31.13) 
on a 
vE=Y (ae TX , (31.44) 
avec 
Y (a)=—@1In | exp {_0Re dx. (31.45) 
= | E (X) exp (070€ 0) dX, (34.16) 


de sorte que E est donné en fonction de a. 
18—0297 
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11 résulte des considérations ci-dessus que l'énergie libre d'un état hors 
d'équilibre ne devient une grandeur parfaitement définie que si on indique le para- 
mètre en fonction duquel on exprime l'énergie libre. 

Passons à la démonstration du principe de Boltzmann. Démontrons d’abord 
que, conformément aux développements ci-dessus, le carré moyen des fluctua- 
tions a pour expression 


—=— 6 


ERP TE * 


ce résultat étant conforme à (30.5) découlant du principe de Boltzmann. Remar- 
quons d’abord qu'en vertu de (31.13) 0Ë/0a — 9*W/9a? et qu'en vertu de (31.14) 
on a 


(31.17) 


0ÿ 921 0a 1 


TE — —da, DE — TE — 92 W7/da? . (31.18) 
En différentiant (31.16) par rapport à a, il vient 
dy _ 1 - [ °Y W— H(X)—a£ (X) … 
rs Jef -E) ep GE} ax 
SI t2 (= —E)2 
EE LL __ (EE) (31.19) 


— 6 6 ° 
En posant a = 0 et en tenant compte de (31.18) on obtient (31.17). 

Calculons maintenant la probabilité w (E) d (&) d'une valeur déterminée de 
dans le système considéré lorsque celui-ci n’est pas soumis à l’action d’un champ 
de forces supplémentaire. Nous allons démontrer que si le système comporte un 
grand nombre de particules, cette probabilité est donnée par la distribution de 
Gauss, conformément au principe de Boltzmann formulé sous la forme (30.3). 
Cette probabilité est évidemment égale à 


TS TE x 
w (E) dE = { exp {=} dx. (31.20) 
Em 


l'intégration étant étendue à la couche de l'espace des phases comprise entre 
les surfaces € (X) — E et E (X) = E + d£. 
Il découle de (31.13), (31.14) et (31.18) que 


= EE E=—6 in foxpf AE } ox 


ë 
= —61nexp {—+) { exp {—+.} w (a) do, (31.21) 
ë 


où &, et &. sont les limites de variation de la quantité Ë désignée sous le dernie 
signe d'intégration par o = E (X). Par conséquent, 


| exp {—+} w (o) do = exp (ÈTe ) (31.22) 


Le problème concernant le calcul de la probabilité w (£) se ramène donc à la 
résolution de l'équation intégrale (31.22). On doit se rappeler que l'énergie 
libre est proportionnelle au nombre N de particules contenues dans le système. 
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Si le système comporte un grand nombre de particules, on doit résoudre 
cette équation intégrale pour le cas limite MN —+ . On posera donc 


LE = vo 


et on remarquera encore que, selon l'expression (31.17), le carré moyen des 
fluctuations est inversement proportionnel à W: 


—— 6 1 
En) = —_—_—_—_—_—_ 2 —, 
ÉT= Tp En — Fois 
Ce résultat montre que le carré moyen de la quantité (E — E,)/N1/s est indé- 
pendant de W. On peut donc s'attendre à ce que la loi de distribution de cette 


antité, à la limite N —+ oo, doit être indépendante de W. Il est donc utile 
e remplacer sous le signe d'intégration la variable par la variable +: 


T = N1\/? (o — E0) 


et de poser 
w (o) do = v (x) dr. 


Multiplions (31.22) par exp ie et procédons au changement de la 
variable d'intégration; on obtient ainsi 
NU s— 60) 
at 
exp {— Tr) U (T) dt=e 
NUE) 


NF() 


où 
Vo Ÿ + (Et) 
FRE 4 — à (6) + (EE) à E, 


et l'argument F (E) est lié à la quantité a figurant dans l’exposant sous le signe 
d'intégration par la relation 


a = —1x (E) = —NOuE. 
En procédant au changement de variable 
a/ONIP = a 


on élimine N dans l’exposant et l'équation intégrale se présentera alors sous la 
orme 


NU(Es—E0) 


eo (rt) dr = eNFG), (31.23) 
NU(E1-80) 
£ étant lié à & par la relation 
a = —Ni/o. 
Pour & donné et N —> , on trouve 
O = © + (E — £o) OÙ +... = —a/NtU, 
et comme WE = 0, on a 
E — Eos = —a/NiPof.. (31.24) 


En remarquant que 
Fo = 0, Fi — 0, F£: = is. 


18° 
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on trouve pour W —+ co 
NF (E=-Ê— EE Nug, + 0 (N EE). 
En y portant (31.24) on obtient 


2 1 
NF E= Zu +0 (7) . (31.25) 


Portons (31.25) dans (31.23) et passons à la limite; les limites d'intégration 
tendent alors vers —o et +. On obtient ainsi une équation intégrale pour la 
loi de distribution limite v (+): 

+00 

ee (t) dt = exp (a?/20$). (31.26) 

00 


On peut s'assurer par substitution que la solution de cette équation est égale à 
v (T)— V'u:/27 exp {—T'0;/2). 


On notera que selon la théoric générale des équations intégrales de ce type *), 
il est aisé de démontrer que cette solution cest unique. En passant à la variable Ë, 
on posant t — WI/2(È — E,) et en remplaçant of. par 99./N6 et v (t)/dt par 
w (E) dé, on trouve pour la densité de probabilite 


w (E)=— V 25/2728 exp {—(E—E0)* Yê:/28}. (31.27) 


Cette formule exprime le principe de Boltzmann. Notre démonstration montre 
que ce principe reste valable lorsque la distribution des probabilités est gaus- 
sienne et lorsqu'on peut développer l'énergie libre figurant dans l’exposant de 
l'expression de la probabilité exp {—(ÿ — 1,)/8} en une série de puissances de 
E — E, et ne conserver que les termes du second degré. 
Les développements précédents peuvent être généralisés au cas de plusieurs 
aramètres. L'énergie libre correspondant à un état caractérisé par les valeurs 
E Éo - : + ën des paramètres est égale à 


nt 
0oY 
pero 


i={ 
où 
H (x) S a: (X 
YW— — 6 in À CXP (TE) dX, 
les a,, a2, . . ., a, étant liés à &E,, &:, . . ., E, par l'égalité 


ae [a 00 xp {AO E a 00 Ve 


tandis que la probabilité d'un état et les valeurs moyennes E;£, étant données 
respectivement par les relations (30.3) et (30.6). 

Dans les applications du principe de Boltzmann il faut avoir en vue que 
si on s'intéresse aux fluctuations d'un paramètre déterminé, on doit poser dans 


*) Voir, par exemple, Muntz G. M., Equations intégrales, Moscou, ONTI, 
1934, ch. V, $ 20 (en russe). 
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l'expression de Ÿ que tous les autres paramètres sont égaux à leurs valeurs d'équi- 
libre. On se propose de démontrer que cette condition (qui est contenue dans 
la définition de # donnée plus haut) est vérifiée pour une distribution gaussienne. 
Considérons le cas de deux paramètres E et n et supposons qu’ils ont été choisis 
tels que leurs valeurs ; — 0 et n = 0 correspondent à l'équilibre. 

La probabilité de l’état (8, Ë + dé; n, n + dn) est égale à 


w (E, n) dE dn= Ce” Ÿ/ dE an, (31.28) 
où Ÿ dénote la différence Ab = Ÿ — Y,: 
1 ° 
Ÿ — TZ (a118? + 2a12bn + asen°). (31.29) 


La probabilité pour que ë ait une valeur déterminée et une valeur quelconque 
se laisse calculer à l'aide d’une formule analogue à (31.28), cette probabilité 
est égale à 


wt (E) dé = Ce” V9 QE, (31.30) 


où * (£) est égal à la fonction + (£. n), calculée pour la valeur de n correspon- 
dant à l'équilibre, i.c. est égal à 4 (£, n) d’où on à éliminé n à l’aide de l'équa- 


tion 
Pour le démontrer posons 


u = ôÿ/ôn = a128 + gazon. (31.31) 
En remplaçant dans Ÿ à l’aide de la dernière relation n par p on trouve 
-1{u Ge | ge] 
v=r[+(a-) sr] +ee, 6132 


le deuxième terme de la dernière expression étant justement égal à 4°, i.e. à la 
valeur de # correspondant à u — 0wÿ/0n = 0. La probabilité cherchée est égale à 


+ 00 
w% (E) dé =C dE | eŸtG, ner, (31.33) 


En remplaçant, à l'aide de (31.31), la variable n par la variable pu et en tenant 
compte de (31.32), on obtient 


+ oo 
w* dE — C dée- v*()/8 | e7H*/20a22 = = C* d£e”Ÿ"/8, 
22 
— 00 


où C*— V 218/aC, ce qui démontre notre assertion. 

En vertu de fa propriété qui vient d’être démontrée, on obtiendra la même 
expression pour la probabilité que l'on applique directement (31.30) ou que, 
partant d’une définition plus générale de l'état d’un système, on utilise l’expres- 
sion (31.28) que l’on intégrera sur des variables qui importent peu pour la ques- 
tion envisagée. Ce fait est conforme à ce qu'en thermodynamique, lorsqu'on 
parle de l'énergie libre correspondant à des valeurs déterminées de plusieurs 

aramètres, il est sous-entendu que les autres variables, n'intervenant pas dans 
e problème étudié, ont des valeurs correspondant à l’état d'équilibre thermo- 


dynamique. 
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On notera encore que L'expression (30.3) ne change pas de forme, quelles 

que soient les transformations linéaires des coordonnées. On ne doit envisager 

que les transformations linéaires puisque seuls les états peu différents de l'état 
‘équilibre ont une probabilité essentiellement différente de zéro. 


$ 32. Fluctuations de la densité et diffusion de la lumière 
dans les liquides et les gaz réels 


I] a été indiqué au $ 29 que pour traiter les problèmes relatifs 
à la diffusion de la lumière, il fallait connaître avant tout l’expres- 
sion du carré moyen des fluctuations du nombre de particules An° 
contenues dans un volume dégagé dans le liquide et qui est petit 
devant la longueur d’onde de la lumière incidente (ou ce qui revient 
au même, l'expression du carré moyen des fluctuations de la densité 
dans ce volume). La solution du problème des fluctuations de la 
densité est contenue dans le résultat obtenu au $ 27 concernant 
les fluctuations du volume d'un liquide ou d’un gaz soumis à une 
pression extérieure donnée. On peut en effet envisager une certaine 
masse de liquide et la considérer comme le système du $ 27. La 
masse restante du liquide est assimilée à une charge exerçant une 
pression constante sur la masse choisie. [I] n’est pas nécessaire de 
tenir compte des fluctuations de cette pression extérieure, puisqu'en 
appliquant le principe de Boltzmann à l'étude des fluctuations d’un 
paramètre quelconque (dans le cas présent, de la densité d’une masse 
de liquide dégagée) on peut affecter aux autres paramètres intérieurs 
des valeurs constantes correspondant à l'équilibre. 

En utilisant la formule (27.8) qui donne maintenant le carré 
moyen des fluctuations du volume d'une masse de liquide dégagée m, 
on trouve 

= 70 Se  ATVo 

AV2= (V—V) = Gp oc ? (32.1) 
où & — V,/m est le volume massique. La densité de la masse dégagée 
m est égale à p — m/V. Le carré moyen de ses fluctuations est 


+ 4 12 2 
Apè= me (Ag) =e AV LE pos: (32.2) 


Cette formule montre que le carré moyen des fluctuations de la 
densité est inversement proportionnel à la quantité —v 9p/ôv, i.e. di- 
rectement proportionnel à la compressibilité isotherme — + TÉ 

Par conséquent, à la différence du gaz parfait, dans un liquide 
(ainsi que dans un gaz comprimé n'obéissant pas à l'équation d'état 
de Clapeyron), le carré moyen des fluctuations de la densité dépend 
non seulement de la densité mais aussi de la température. Les fluctua- 
tions de la densité (et donc la diffusion de la lumière) deviennent 
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très grandes à l'approche du point critique de la substance con- 
sidérée, puisque 6p/ôv tend alors vers zéro. C’est ce qui explique la 
très grande diffusion de la lumière par les substances se trouvant 
dans un état proche de l’état critique; on dit dans ce cas qu’il s’agit 
de l’« opalescence critique ». Cet effet fut découvert bien avant que 
Smoluchowski et Einstein eurent développé la théorie des fluctua- 
tions, quoique la cause de l'effet demeura obscure jusqu'à l’apparition 
de cette théorie. 

Pour trouver l'intensité de la lumière diffusée par un liquide, il 
faut appliquer la formule (29.17). Il a été indiqué que cette formule 
n’était valable que si les fluctuations de la densité dans différents 
volumes étaient statistiquement indépendantes, ce qui exige que soit 
vérifiée l'égalité Ap,Ap, = 0. On se propose de démontrer que cela 
a effectivement lieu dans un liquide en se fondant sur le principe de 
Boltzmann tel qu'il a été formulé au $ 30. L'énergie libre d’un li- 
quide est égale à la somme des énergies libres de ses parties, cha- 
cune de ces énergies libres étant fonction de la densité de la partie 
concernée. [Il découle des considérations du $ 30 que les fluctuations 
de la densité dans deux volumes différents sont indépendantes, ce 
qui implique l'égalité Ap,Ap, = 0. 

On va démontrer maintenant que la mise en œuvre du principe 
de Boltzmann permet de résoudre complètement le problème posé. 
Délimitons au sein du liquide deux petites parties ayant des masses 
m, et m. données. On notera m, la masse du restant du liquide. En 
qualité de variables £,, E, on prendra les volumes massiques v,, v, 
de ces deux parties dégagées. Vu que le volume du liquide est posé 
constant, on a, en dénotant par v, le volume massique de la masse 
restante m, du liquide, la condition suivante: 


Mails + Mols + Ma0z = Const. (32.3) 


Notons f (v;) l'énergie libre de l'unité de masse; l'énergie libre 
de la totalité du liquide est alors égale à 


Ÿ = Muf (01) + Maf (V2) + Maf (Vs). (32.4) 


Développons cette fonction en série en remarquant que les volumes 
massiques sont constants à l'équilibre (v, = v, = v, = v). Compte 
tenu de (32.3), on voit que les termes du premier ordre par rapport 
à Av,, Av,, Av, s’annulent, comme il se doit. Les termes du second 
ordre donnent 


Ap= + 2) (mAv + m,AvI+ Au?) ; (32.5) 


les dérivées qui figurent dans (32.5) sont calculées pour la valeur 
du volume massique égale à v, = v correspondant à l'équilibre. 


280 THÉORIE DES FLUCTUATIONS (CH. 3 


D'après (32.3) 
__ mAv;+maÂve 


Av: — 
3 ms 


Puisque m,/m, et m./m, sont très petits devant l'unité, il s'ensuit 
que le terme m,Av* est très petit devant les deux premiers termes 
figurant entre parenthèses dans (32.5); on peut donc négliger ce 
terme. 
En remarquant que 
f (0) __ 0°f ____ ôp 
dv P vu? dv 
on obtient 
1 
2 
Ce résultat montre que A ne contient pas de terme comportant le 
produit Av, Av.. De ce fait l'application de (32.5) conduit aux résul- 
tats suivants: 


Ap=r(— +) (m,Av? + m,Av?). (32.6) 


AvAv, = 0. (32.7) 


ru] kT . 
Av; = mi(—0p}dv) gs = 1, 2. (32.8) 
Selon l'égalité (32.7), les fluctuations du volume massique, et par 
suite les fluctuations de la densité dans différents volumes, qui leur 
sont proportionnelles, sont incohérentes entre elles, ce qui signifie 
que l’expression (29.17) peut être utilisée pour le calcul de l’inten- 
sité de la lumière diffusée. De l'égalité (32.8) on déduit l'expression 
Ap* = Av*/vt qui coïncide avec la formule (32.2). On trouve ainsi 
la quantité figurant dans (29.17): 


et l'intensité de la lumière diffusée est donnée par 


I; wt sin Ÿ de \2 kT 
TD — Gnc?r) (o3) —vopiév V° (32.9) 
où V désigne le volume diffusant total. 

L'expression donnant l'intensité de la lumière ayant subi une 
diffusion moléculaire se trouve en bon accord avec les données 
expérimentales. D'ailleurs on doit tenir compte ici (comme pour 
les gaz), outre l'influence des fluctuations de la densité, prise en 
compte par cette expression, encore d’autres causes de diffusion 
de la lumière, notamment des fluctuations d'anisotropie, i.e. de 
l'apparition de régions non isotropes au sein du liquide lorsque les 
molécules de celui-ci ne possèdent pas une symétrie sphérique. 
Cette circonstance entraîne une dépolarisation partielle de la lumière 
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diffusée et une augmentation de son intensité. La prise en considé- 
ration de ces causes conduit à un résultat beaucoup moins satisfai- 
sant pour les liquides que pour les gaz et l'accord entre théorie et 
expérience est moins bon que pour les gaz. 

Dans les développements ci-dessus, on avait supposé que l'énergie 
libre du liquide se composait additivement des énergies libres de 
ses parties occupant les volumes w,, v,, ... Cela signifie qu’on 
y avait négligé l'énergie libre correspondant aux interactions mutu- 
elles des particules contenues dans des volumes différents (même si 
ces volumes sont disposés l’un à côté de l’autre) devant l'énergie 
d'interaction mutuelle des particules appartenant à un seul et même 
volume. On peut certainement le faire car les volumes v,,.v,, . .. ne 
doivent ètre petits que par rapport à la longueur d'onde de la lumie- 
re visible (— 5-10" cm), tandis que le rayon d'action (de l’ordre de 
1077 cm) des forces d'interaction mutuelle des particules est très pe- 
tit devant cette longueur d'onde. Si on choisit les volumes tels qu'ils 
soient très grands par rapport au rayon d'action, on peut négliger 
l'énergie libre d'interaction des volumes. 

Mais on ne pourra plus négliger cette partie de l'énergie si les 
principaux termes figurant dans l'expression de A s'annulent. 
Comme ces termes sont proportionnels à dp/ôv, ils s’annulent au 
point critique où la formule (32.9) devient inutilisable. Le fait que 
cette formule soit inutilisable à proximité du point critique (dans 
un intervalle de température de 1 à 2 K) apparaît aussitôt, car elle 
fournit un résultat absurde: l'intensité de la lumière diffusée y est 
infinie *). 

Dans les conditions ordinaires, les fluctuations de l'indice de 
réfraction déterminées par les fluctuations de la température sont 
très petites devant celles déterminées par les fluctuations de la 
densité. 


$ 33. Calcul des fluctuations des grandeurs 
considérées en fonction de la position spatiale 


On a déjà eu l’occasion de voir que dans de nombreux problèmes de la 
théorie des fluctuations il est question de déterminer les fluctuations d’une 
certaine grandeur (par exemple de la densité ou de la concentration variant dans 
l’espace). Dans ces cas, le calcul de la probabilité d’une fluctuation déterminée 


*) Dès son travail fondamental (Ann. d. Phys., 1900, v. 25, p. 190 et 

p- 205), Smoluchowski essaya de tenir compte du terme de quatrième ordre 
ans le développement do A lorsqu'il négligeait les interactions entre des volu- 
mes différents au point critique où les termes quadratiques deviennent nuls. 
On a vu ci-dessus que cela se situe en dehors du domaine de validité du principe 
de Boltzmann. On démontre en effet que si on essaie de l'appliquer, on arrive à 
une expression des probabilités, caractérisée par une contradiction interne et 
conduisant à un résultat absurde : l'intensité de la lumière diffusée par un volume 
est proportionnelle non pas à ce volume l mais à V*/2. La théorie des fluctuations 
et de la diffusion de la lumière pour des états très proches de l’état critique a 
été élaborée par Ornstein et Zernike, qui y tiennent compte des interactions. 
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se ramène au calcul de la probabilité d'une certaine distribution spatiale de 
ces grandeurs. On peut dire que le problème se trouve ramené au calcul de la pro- 
babilité d'apparition d'une certaine forme de la fonction exprimant la variation 
d'une grandeur considérée en fonction des coordonnées. Il est donc souhaitable de 
connaître les procédés généraux de résolution des problèmes de ce genre. 

On discutera de cette question en se limitant au cas d'une distribution 
gaussienne, qui est celle qui importe pour la théorie des fluctuations, et cela 
sans aborder l'aspect mathématique de la question *). 

Supposons qu'il s’agit de calculer la probabilité d’une fonction £ des coor- 
données dans un espace à un nombre quelconque de dimensions. La généralisation 
au cas de plusieurs fonctions ne présente aucune difficulté. Divisons le domaine 
de variation des coordonnées en un nombre quelconque de sous-domaines 
b,, b2,..., D, se recouvrant ou ne se recouvrant pas. On notera V,, Vs,..., Vh 
les volumes (ou les surfaces s’il n'y a que deux dimensions). Soit E, — & (64) la 
valeur moyenne d'une grandeur dans un sous-domaine (par exemple densité 
moyenne ou concentration moyenne; le terme « moyen » ne doit pas être inter- 

rété ici dans le sens de l'espérance mathématique). On dira que Ë (b;) donne 
a valeur de la fonction E dans le sous-domaine 64. Dans les développements 
qui suivent les volumes V, peuvent être aussi petits qu'on le voudra; on fait 
abstraction des limitations physiques qu'impose à leur dimension la structure 
moléculaire. Admettons que la distribution des probabilités de la fonction £ 
est donnée si on donne la probabilité d'apparition des valeurs E, pour toute 
division du domaine b en n'importe quel nombre de parties b,, b:,..., b,. 
Comme on n’envisage que les distributions gaussiennes, cette probabilité peut 
être écrite sous la forme 


1 (E1, Êgs - + + En) dEx dEe + « dén = [D/(2n)rl-U2e- dE, dt... .dE,, (33.1) 
où 
20— SO quiènër, D= Det (qui). (33.2) 
h,l=æi 


On suppose ici que les moyennes E4 de Ey sont égales à zéro. On notera que Q — 
= Aÿ/6, où Av est l'énergie libre pour E., Egs « + + En AONNÉS. 

our que cette définition des probabilités ait un sens et qu’en particulier 
le théorème d'addition des probabilités soit valable, l'expression (3.0 doit 
satisfaire à des conditions connues que l’on retrouvera en considérant les valeurs 


moyennes pyy = 8864 (puisqu'on sait que leur définition caractérise pleinement 
Ja distribution de Gauss). Ces valeurs sont simplement liées à g,1, ce qui permet 
d'obtenir à l’aide de (30.7) le résultat suivant: 


D GhaPa y = Oh je (33.3) 


[o 
Les quantités puy — E (bx) E (by) (avec par = Pr) dépendent évidemment de la 


forme, de la position et des dimensions des domaines b, et b,, ce qui permet 
d'écrire par == p (ün, bi). | | 

Supposons qu'on divise le domaine b, en deux parties quelconques b, et 
by telles que b, — 6, + b,. Mais comme E (b,)est la valeur moyenne de E 


dans ce domaine, on doit avoir 


E (60 = E (ba) LE +8 (60) 2 


*) On trouvera un exposé plus circonstancié de la question dans: Léonto- 
witsch M. A., Sow. Phys., 1933, v. 3, p. 35 ; dans ce travail on a cherché à mettre 
en œuvre la notion de fonction additive de la région. 
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et par conséquent 


_—_— y 
pat= p (ôks babe) = E 6x) E Ga) F2-+ EN E Ga) 7. 


ou 
_— __Va__ Vo 
P(Bhs Pa + bb) — P(b», bo) Vo+Vr + P (bn, bb) Vo+Vr 


C'est la condition à laquelle doit satisfaire p (64, b,). Une condition semblable 
doit évidemment être vérifiée pour la dépendance p (64, b;) de l'argument b,. 
Ces conditions seront vérifiées si on pose 


1 
P(b,b')="yyr | | p(r, r°) dV dv”, (33.4) 


U 


où p (r, r’) est une fonction de deux points ret r’. Notons que si on prend pour 
P (r, r’) des « fonctions » analogues à la fonction de Dirac 6 (r — r’), la condition 
(33.4) fournit la solution générale du problème. 

La fonction p (r, r’) est une certaine caractéristique des liens existant entre 
les fluctuations de volumes différents. Lorsque les points r et r’ ne coïncident 
pas on pourrait passer à la limite b —+ 0, b° + O et on aura 


p(r, r)=6 (r) 6 (r). 


Mais on doit noter que si les points r et r’ coïncident, cette formule perd en 
général toute signification, puisque, comme on le montrera dans ce qui suit, pour 
r = r” la fonction p (r, r’) peut devenir infinie. Par conséquent, on ne peut pas 
parler de carré moyen des fluctuations on un point et on ne peut l’envisager que 
pour un certain volume; dans ce dernier cas, la formule (33.4) peut être utilisée. 

La distribution gaussienne est complètement déterminée par la fonction 
p (r, r’) puisque, connaissant celle-ci, on peut trouver p4, pour n'importe quels 
b, et b,et de là trouver tous les g;, à l'aide de (33.3). Dans le cas où les fluc- 
tuations dans deux volumes quelconques qui ne se recouvrent pas sont statisti- 
quement indépendantes entre elles, la fonction p;,, = O0 pour deux volumes 
b, et 6, decetype. On arrive à cecaslimiteen posant p (r,r') = p (r) ÔÜ (r —r'), 
P @) étant une fonction positive quelconque et 8 (r — r’) le symbole de Dirac. 
Si les volumes des sous-domaines b,,6:,..., b, (on suppose qu'ils ne se recou- 
vrent pas et remplissent la totalité du domaine a) décroissent indéfiniment et 
leur nombre n croît indéfiniment, la forme quadratique Q se transforme en une 
expression limite. En théorie des fluctuations, c'est cette expression limite qui 
est donnée ; elle est égale à la valeur Ay/6 pour un type donné de la distribution 
spatiale de la quantité £ pour une fonction & (r) donnée. Dans la plupart des 
cas, cette expression peut être nrésentée sous la forme 


20= | FE, El dv, (33.5) 


où F[6, 6l est la forme quadratique différentielle. 

Notons F [n, Ë] la forme bilinéaire correspondante, symétrique de F [E, E]. 
Il s'agit de démontrer que si l'on connaît F [6, £], on peut déterminer p (r. r’), 
ce qui signifie que la définition de F [E, ë] est suffisante pour définir complète- 
ment la probabilité de la fonction de £. On notera tout d'abord qu'au moyen 
d'une intégration par parties (comme on le fait en calcul variationnel pour 


établir l'équation d'Euler-Lagrange *)), on peut représenter | F In, 64 


*) Voir, par exemple, Courant P., Hilbert D., Methoden der mathematischen 
Physik, t. 1, ch. IV, $ 3. 
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sous la forme 


2 | Fm, EldV= — | n£ 18] aV+ ( nw (Bd. (33.6) 
n a 


La deuxième intégrale doit être étendue à la surface du domaine a. L'expression 
L [&] est l'opérateur différentiel linéaire d'Euler-Lagrange correspondant à la 
forme F IE, El; N (E) est l'opérateur des conditions aux limites « naturelles » 
correspondantes. 

Nous allons montrer que p (r, r’) est la fonction de Green *) de l'opérateur 
différentiel L (£) pour les conditions aux limites N [6] — 0. Pour ce faire, on 
remarquera que la relation (33.3) entre g,, et px, peut être formulée de façon 
différente en procédant comme suit. Si on substitue dans la forme bilinéaire 


2Q (n, £)= 2 qRiNhEt 


EL = ÿ Pry ty aux variables E,, en vertu de (33.3) cette forme bilinéaire devient 
Ÿ 
2Q = > Evoy- 
? 


Cette relation doit se conserver même à la limite pour V, —+ 0, Vy — c ; de ce 
fait l'expression (33.6), où on effectue la substitution 


an= | pt, r)Etr) av, (83.7) 
(e | 
doit se transformer en 
| E (r) E (r) dV. (33.8) 
a 


Maissip {re r’) est une fonction de Green, en vertu de sa propriété **) on tire de 
(33.7) L IE (r)]] = —& (D et N [E] = O0 (à la frontière du domaine). C'est pour 
cela qu'on tire de (33.6) la relation cherchée. Remarquons que dans le cas fré- 
quent où les frontières du corps ne présentent aucun intérêt, on peut prendre 
pour fonction p (r,r’) la fonction de Green de l'opérateur L {£] pour un domaine 
infini. 

Le résultat obtenu permet de donner l'interprétation suivante (analogue à 
celle donnée au $ 16) de la quantité p,,, lorsque Ë représente une fonction caracté- 
risant la configuration du corps (par exemple une composante du déplacement 
des particules dans un corps solide). 

Les conditions statiques de l'équilibre lorsque le corps est soumis, « suivant 
la direction » du paramètre Ë, à une force égale à Æ (r) (par unité de volume) 
sont obtenues à partir de la condition variationnelle (minimum de l'énergie 


*) Ibidem, ch. V, $ 10 (v. p. 283). 
**) Si p(r, r’) est la fonction de Green. de l'opérateur L (£), la fonction 


Er) = |pr, r’) G(r) dV’ sont des solutions de l'équation dont le second 
membre est L [£] — —{& avec les conditions aux limites N [E] = 0. 
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libre) : d 
5 — | K (r) 6E (r)dV = © { GFIE, EJdV— À K (r) E (r) adV=0 
et sont de la forme 
L [IE] = —6K (r). 


Ainsi, compte tenu de la signification mécanique de la fonction de Green de 
l'opérateur différentiel Z [ë], on peut énoncer la proposition suivante. 

La fonction p (r, r’) qui détermine E,Ë, est égale à la valeur statique de & 
au point r, si au point r’ agit suivant la direction du paramètre Ë une force 
concentrée égale à 6 = &«T. 

Connaissant la fonction p (r, r’) on peut trouver les valeurs moyennes des 
carrés ot des produits de toutes les quantités pouvant être déduites de & (r) à 
l’aide d'opérations linéaires. 

On ne donnera en exemple que le calcul des expressions servant à la déter- 
mination de l'intensité de la lumière diffusée par le corps considéré, la diffu- 
sion résultant des fluctuations dans le corps. Si les fluctuations se produisant dans 
différents volumes du corps (petits devant la longueur d'onde de la lumière) 
sont statistiquement indépendantes entre elles, l'intensité de la lumière diffusée 
est, selon le $ 29, proportionnelle au carré moyen des fluctuations. Mais il n'en 
est pas ainsi dans le cas général. Dans le cas général, l'amplitude du vecteur 
électrique de la lumière diffusée par le volume V à très grande distance de ce 
volume s'obtient en intégrant l'expression (29.10) sur tout le volume diffusant, 


compte tenu de ce que 
Eo=exp {io (:—#)) . 


En dénotant par R la distance entre dV et le point d'observation [dans (29.10) 
on avait dénoté cette distance par r] on obtient 


E;,=4A | Aëe exp { —E (R+2} dv, 
V 


w?sin À 
an c’Ro 
un point central 0 du volume V. Si la distance 7? est très grande, on peut la déve- 


lopper en série suivant les coordonnées de l'élément de volume dV défini par 
le rayon vecteur r, de sorte que 


R = Ro — (si, r}, 


s, étant un vecteur unité suivant la direction de la diffusion. En remarquant 
encore que 


où À = e‘®t et R, est la distance entre le point d'observation et 


il vient 


E=A | E(r)e (sn). (33.9) 
V 


Ici le vecteur s — k, — k,, k, étant le vecteur d'onde de la lumière incidente et 
k, celui de la lumière diffusée, de sorte que | k, | = | k, | = 2:x/X; r désigne le 
rayon vecteur issu d’une origine placée en un point arbitraire 0 du volume y. 
L'intensité de la lumière diffusée est proportionnelle au carré moyen du module 
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de E;, i.e. proportionnelle à la quantité 


a= | Etre! 9 ay | Etre Fay’ | | Etr)Etr)et(s P)gy dv’ — 
V l'4 V V'! 


= | | p(r,r’)eit® r-1") 4y dV'. (33.10) 
V V! 


En posant égale à l’unité l'intensité de la lumière incidente, l'intensité de la 
lumière diffusée a pour expression 


n=a(%) a. 


L'évaluation de l'intégrale est facile à faire. Dans le cas d'un corps homo- 
ène et isotrope la fonction p (r, r’) ne dépend que de la distance | r — r’ | entre 
es points ret r’, de sorte que p = p (| r — r’ |). Dans l'expression de a on peut 

étendre l'intégration intérieure à tout l’espace infini et récrire (33.9) sous la 
orme 


+æ 
a= | dv | ptir—r'pei(@r-r) ay. 
V 7 


La quantité | pe‘, ©-F) qV’ = C ne dépend évidemment pas de V. En inté- 
grant sur dV on trouve 


a = VC 
et 


C=— | pr—r'hei@r-mav'=ei(ST u(r), (33.14) 
lorsque u (r)— | p(ilr—r°l) ei(s er) gy7. 


Mais comme p (|r —r’ |) est une fonction de Green (pour un domaine 
infini), u (r) est solution de l'équation 


Lu] = —e7#s 0), 
En vertu de (33.11) 
u = Ce”itmr) 
d'où 
CL [e” 4(s, r)] — —e "its. r) 
et 
a=VC= — — — +Ÿ (33.12) 


ei (s, r) L [ei (s, r)] ° 


$S 34. Application à la théorie de la diffusion 
de la lumière 
Il a été déjà signalé au $ 32 que la théorie des fluctuations de la densité 


et les conséquences qu'elle implique pour la diffusion de la lumière ne sont pas 
valables pour les liquides se trouvant dans des états proches de l’état critique. 
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Ornstein et Zernike *) généralisèrent la théorie afin qu'elle soit valable pour 
l'état critique. Ces auteurs renoncèrent à l'hypothèse de l'indépendance sta- 
tistique des fluctuations dans différents volumes élémentaires délimités au 
sein du liquide et admirent qu'il subsiste une dépendance statistique entre ces 
fluctuations. Cette dernière diminue avec la distance entre les volumes, de sorte 
que les fluctuations sont statistiquement indépendantes dans des volumes se 
trouvant à grande distance les uns des autres. 

L'interdépendance des fluctuations se produisant dans des volumes rappro- 
chés au sein du liquide est déterminée par l'action des forces d'interaction molé- 
culaire, mais elle peut s'étendre à des distances beaucoup plus grandes que le 
rayon d'action des forces d'interaction: cela tient à ce qu'elle peut s'effectuer 
non seulement par interaction directe, mais aussi par l'intermédiaire des molé- 
cules contenues dans les volumes intermédiaires. L'influence de ces interactions 
doit être particulièrement forte à proximité du point critique, puisque là, du 


fait de la grande valeur de la compressibilité — r — , l'action de petitesforces 


peut déjà déterminer de fortes variations de densité (cf. formule (32.6) de l'énergie 
ibre Av qui montre que pour ôv/ôp grand, le travail devant être mis en œuvre 
pour produire une variation de densité donnée est très petit). 

D'après les données du $ 33, on peut caractériser l'interdépendance sta- 
tistique des fluctuations, ainsi que sa variation avec la distance, en indiquant 
une fonction de deux points p (r, r’) qui dans le cas considéré ne dépend que de la 
distance de séparation de ces points R = |r —r’|, i.e. p(r, r') = p (R). 
La théorie d'Ornstein et Zernike correspond à une fonction p (R) de la forme 


suivante : 
KT e*" [( ôp | 1 
— pe (—v— , 34.1 

P (R) Any? R s À dv Ÿ ( ) 
où y est une constante qui est d'autant plus grande que l’interdépendance des 
fluctuations s'étend à plus grande distance. Au point de vue des méthodes exami- 
aées au $ 33, cette forme d'interdépendance est l’une des plus simples qui soient 
et on l'obtient en supposant que l'énergie libre de l'unité de volume est égale à 


Ay=—6f(o, = [ ( = 9P | o?+ y? (Pay: | . (34.2) 


dv 
cela signifie qu'elle dépend non seulement du compactage relatif o — Ap/p, 
mais aussi de son gradient. 
Le premier terme coïncide évidemment avec l'expression (32.5). L'expres- 
sion différentielle linéaire correspondant à (34.2) est de la forme 


L ol= [V0 (02) o |. (84.3) 


L'expression (34.1) en est la fonction de Green pour un domaine infini. En 
effet, (34.1) vérifie l'équation différentielle L [p] — 0, tend vers zéro lorsque 
R — et présente un point singulier adéquat pour R = 0. 

Etablissons une expression de l'intensité de la lumière diffusée. Utilisons 
les formules (33.11) et (33.12). Dans notre cas 


L [ei r)] — + [vst+( —y +) ei (s, r} 


4 kKTV 
A EE ———— << (34.4) 
ei(s: r) L[e 1 (8, n)] _p E + s2y2 


et donc 


+) Ornstein L. S., Zernike F., Phys. Z., 1918, v. 19, p. 134; 1926, v. 27, 
p. 761. Initialement ces travaux furent publiés dans les revues: Amst. Acad. 


1914, v. 17, p. 793; 1916, v. 18, p. 1520 ; 1916, v. 19, p. 1312 à 1321 ; Archives 
Neerlandaises, Série III A, v. IV, p. 74. 
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Orst=(k, —k,) = k? + k% — 2 (k:k,), et comme k, = k, = œu/c et l'angle 
entre k, et k, est égal à l'angle 6 entre le rayon incident et le rayon diffusé, on a 


o 4 (MO \2 ie 
s =4 ” sin Tr - 
Par conséquent, 
de | 
0p 
ap \2 0 o \2 . ., 0 
GneëRot| (025 )+ars (LL) sin à] 


Loin du point critique v dp/av est grand devant le second terme figurant 
au dénominateur, qu'on peut négliger. On obtient alors la formule d’Einstein 
(32.9) pour l'intensité de la lumière diffusée. A proximité du point critique 
v 0p/àv est petit et on ne peut plus négliger le deuxième terme du dénominateur. 
Dans ce cas, la formule (34.5) montre que selon la théorie d’'Ornstein et Zernike 
les dépendances avec la direction et avec la fréquence doivent être autres, notam- 
ment l'intensité n'est plus proportionnelle à la quatrième puissance de la fré- 
quence, sa variation avec la fréquence étant plus lente. 

Un second exemple concerne des fluctuations de la surface d’un liquide *), 
i.e. les écarts de la frontière libre d’un liquide soumis à l’action de la pesanteur 

ar rapport à un plan; ces écarts ont pour origine l'agitation thermique. Notons 
L (x, y) la coordonnée verticale de la surface, comptée à partir du plan horizontal 
z — Ô qui représente le niveau moyen de la surface du liquide. 

L'énergie libre A se compose de l'énergie libre de tension superficielle, 

qui est proportionnelle à l'accroissement de surface dû aux fluctuations et égal à 


Lt dE \2 , pdt \2 h 
vas =» | jaæa[y/1+(45) +(5) 1] 
2 oG \2, [ & |? 
+1) (0) Tee 
(y est la tension superficielle du liquide), et de l'énergie potentielle de la force 


de pesanteur égale à _. \ C2 dr dy. Par conséquent, 


cm ar SL (LENS) Te} a 


Les opérateurs linéaires L {£] et N {&] correspondants sont de la forme **) 
+ _— 1 0° 2€ > 
Lier fr (tt) 08). 


» à 
NE GE 


n étant la normale du contour de la surface. 


*) Voir Mandelstam L.I., Ann. d. phys., 41, 609 (1913). 
**) En utilisant la transformation de Green, on trouve en effet 


1 44 dn ot ôn … 

FT | | de du {y LE + 7 ]+etn}= 
A gt . dt 1 LS 
KT | À de ay {+ mt )1) 7) dsn On 


=—( [acigia at | ne. 


of sin? Ô kTV 
Li 


= (34.5) 
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Comme l'influence des limites de là surface ne joue ici, comme d'ailleurs 
dans d’autres cas analogues, pratiquement aucun role, on peut utiliser, à la 
lace de la fonction de Green pour un domaine donné et avec les conditions aux 
imites 0t/on — 0, la fonction de Green pour un domaine infini. Dans le présent 
cas, on peut la déterminer à l'aide des règles usuelles; dans le cas considéré elle 
est égale à 


,., ikT F7 
pare ve Us (6 He) 


où rest la distance entre les points (x, y) et (z’, y), He la fonction de Hankel. 
Lorsqu'on applique au point (r’, y’) une force verticale concentrée égale à &T, 
la fonction p (r) décrivant la surface du liquide lui attribue une forme conique. 
De toute évidence, les fluctuations qui apparaissent en différentes régions de 
la surface ne sont pas indépendantes les unes des autres. 

L'intensité de la lumière diffusée par la surface d’un liquide est donnée 
par une formule analogue à (33.12). En procédant comme dans l'exemple précé- 


a . . kTs 
dent, on trouve que l'intensité est proportionnelle à wt Es où s est pro- 


portionnel à w et dépend de l’angle de diffusion. Dans les conditions ordinaires, 
on peut négliger le premier terme du dénominateur et l'intensité est alors pro- 
portionnelle à w* et non plus à wf. 

Notons pour conclure que les fluctuations de déformation d’un corps solide, 
tels que les glissements qui se manifestent en ses différents points, sont égale- 
ment statistiquement interdépendants et on peut donc utiliser avec succès les 
méthodes exposées dans ce qui précède. 


CHAPITRE 4 


FONDEMENTS DE LA STATISTIQUE QUANTIQUE 
ET EXEMPLES D’APPLICATIONS SIMPLES 


$ 35. Principes généraux de la statistique quantique 
des états d'équilibre *) 


Les principales propositions de la statistique quantique se fondent 
sur les conceptions de la mécanique quantique. On peut les formuler 
comme on l'avait fait en statistique classique. Il existe toutefois 
une différence essentielle relative au mode de description et de 
définition de l'état d'un système en théorie quantique. En statistique 
classique l’état d’un système était déterminé par la définition de 
toutes les coordonnées et de toutes les impulsions du système et il 
s'agissait de trouver l'expression de la probabilité d’un état ainsi 
défini. En théorie quantique un tel procédé de détermination des 
états est impossible, car en raison du « principe d'incertitude » on 
ne peut connaître simultanément et les coordonnées et les impulsions 
d'un système. 

En théorie quantique on peut envisager les problèmes suivants. 
Premièrement, on peut poser la question relative à la probabilité 
d’un état du système, caractérisé par une fonction d'onde déterminée, 
à laquelle correspond un niveau d'énergie possible. Deuxièmement, 
on peut chercher la distribution des probabilités pour les coordon- 
nées ou pour les impulsions du système. Troisièmement, on peut 
chercher à établir la loi de distribution d’une ou de plusieurs gran- 
deurs physiques dépendant des coordonnées et des impulsions. Ce 
dernier problème est le problème général, les deux premiers n’en 
étant que des cas particuliers. 

Considérons un système placé dans un thermostat et cherchons 
pour ce système l’expression de la probabilité de son état d'équilibre 


thermodynamique. 


*) 11 nous paraît irréalisable d'exposer le développement logique des idées 
conduisant à la formulation des fondements de la statistique quantique. Nous 
estimons, pour notre part, que c'est un problème qui ne peut être résolu claire- 
ment tant que la question générale de la mécanique quantique n'aura pas été 
approfondie, c'est pour cela que le lecteur ne trouve ici que des formulations de 
bas énoncées sous une forme convenant aux applications. Le lecteur pourra 
trouver une analyse plus poussée de ces questions in Landau L., Lifchitz E., 
Physique statist que, Moscou, Mir, 1984 (Physique théorique, t. V, première 
partie). 
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Examinons le premier problème défini ci-dessus. Supposons que 
l'énergie de notre système peut prendre une série discrète de valeurs 
possibles E,, Æ,, Æ,, ... A chacune d'elles correspond un état 
déterminé du système que l’on décrit par une fonction d’onde 
déterminée. On suppose que les valeurs de l'énergie forment une série 
discrète, parce qu’en thermodynamique on a affaire à des systèmes 
spatialement limités, et que pour ces systèmes cela a effectivement 
lieu. 

Supposons d'abord qu’à chacune des valeurs possibles de l'énergie 
correspond un seul état décrit par une seule fonction d'onde. Cela 
signifie qu'on suppose que chacun des niveaux d'énergie est simple 
(ou non dégénéré). La probabilité d'un état d'énergie Æ, pour un 
système placé dans un thermostat (c'est donc un système non isolé) 
est alors donnée par l'expression 


W, = etY-E98, (35.1) 


Y étant trouvé à partir de la condition de normalisation 


D W,=ere À e-El8—1, (35.2) 
s=0 s=0 

Pour le cas de niveaux multiplets (i.e. à une valeur déterminée 
de l'énergie correspondent plusieurs états du système et plusieurs 
fonctions d'onde indépendantes) on peut en déduire la probabilité 
d’un certain état si on suppose que la multiplicité résulte de la 
superposition de plusieurs niveaux différents. La probabilité de 
cet état multiplet est égale à la somme des probabilités des états 
simples confondus, de sorte que si la multiplicité du niveau d’'éner- 
gie Æ, est égale à Q,, sa probabilité sera 


W,= etV-EeQ,, (35.3) 


Y étant déterminé à partir de la condition 


S etY-ENeQ, = 1. 

s=Ù 
L'expression (35.3) de la statistique quantique remplace l'expression 
classique 


dW (E)= «tY-E/8Q (E) dE 


et permet donc de traiter les mêmes problèmes que cette dernière: 
elle permet notamment de trouver les valeurs moyennes de toutes 
les grandeurs ayant des valeurs déterminées dans chacun des états £,, 
E,, E,,..., par exemple la valeur moyenne de l'énergie du système. 

On trouve la loi de distribution des probabilités pour les coordon- 
nées en s'appuyant sur certains principes de la mécanique quantique. 
Lorsque le système se trouve dans un état caractérisé par la fonction 


19° 
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d'onde, (4) = Ÿs (411 Q2s + + + Qn) et une énergie bien déterminée E,, 
la probabilité pour que les coordonnées aient des valeurs comprises 
entre g; et q; + dgq, est égale à 


ws (q) da = Ÿs (q) Ÿs (a) da, 
où g dénote l’ensemble de toutes les coordonnées q, qe, « . ., Qn €t 
où dq — dq;dgq:. . .dqn. 

Dans le cas général où l’état de fonction d'onde #, (g) a une proba- 
bilité W, (c'est ce cas qui se réalise pour les systèmes en thermostat), 
la probabilité pour que les coordonnées du système aient des valeurs 
données est égale à 


w (9) dg= 2 Wu, (9) dg= 2 We (a) ve (9) da. 


Dans le cas considéré, la probabilité W, est donnée par (35.1). Il 
s'ensuit que la loi de distribution pour les coordonnées d’un système 
en thermostat est de la forme 


w (9) dg= À Wu, (g) dg= 2 Wet (a) b (9) da = 


= 2 CFE (g) Ps(g) dg. (35.4) 


Le problème le plus général, qui consiste à déterminer les valeurs 
moyennes (ainsi que la loi de distribution des probabilités) de 
n'importe quelle grandeur physique, peut être résolu à condition 
d'utiliser certaines propositions de la mécanique ondulatoire. On 
sait qu’en mécanique quantique on fait correspondre un opérateur 
à chaque grandeur physique. Dans les cas simples, cet opérateur est 
défini de façon à remplacer, dans l'expression classique de la gran- 
deur considérée en fonction des coordonnées et des impulsions (donc 


E) 
constante de Planck divisée par 2n: à — 1,05-10"% J-s. La valeur 


dans la fonction F (q, p)), les impulsions p par _ _ , Où À dénote la 


moyenne d'une grandeur physique, dont l'opérateur et F, correspon- 
dant à un état de fonction d'onde +, (définition propre à la mécani- 
que quantique), est donnée par 


Fes = | vi (g) Fy, (g) dg; 


où F, (q) représente le résultat de l’action de l'opérateur F sur la 
fonction 1, (q). 

L'intégration y est étendue à toutes les valeurs possibles des coor- 
données du système. En remarquant que la probabilité W, d’un état 
d'énergie Æ, est donnée par l'expression canonique (35.1), la valeur 
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moyenne de la grandeur F est donnée, pour un système en thermo- 
stat, par l'expression 


FD W,F,.= S etv-Eer,. (35.5) 
s=0 s=0 


Etant donné que cette formule est valable quel que soit l’opérateur 
envisagé et qu’elle est notamment valable pour n'importe quelle 


puissance de É, on peut en déduire une expression de la distribution 
de probabilités de n'importe quelle grandeur physique, de l'impulsion 
y compris. 


En effet, la probabilité pour que la valeur d'une grandeur L soit comprise 
dans l'intervalle L’, L’ + dL’ est égale à la valeur moyenne de F = f (L), avec 
f (L) = 1, si L’ << L < L' + dL' et f (L) = 0 lorsque L se trouve hors de cet 
intervalle. On peut déduire aussi de (35.5) la loi de distribution pour un nombre 
quelconque de grandeurs commutant entre elles. 

De ce qui précède on arrive à la conclusion qu'un « système en thermostat » 
ne peut être caractérisé par une seule fonction d'onde déterminée qui permet- 
trait de trouver toutes les valeurs moyennes concernant ce système. Ce type de 
système ne représente pas un cas « pur » dans le sens quantomécanique du terme, 
mais un cas dit « mixte ». Dans ces cas, selon la mécanique quantique, le système 
peut être caractérisé à l’aide d'un « opérateur statistique ». Dans le cas con«idéré, 


l'opérateur statistique est l'opérateur À = el"-4)/8, où À est l'opérateur de 
Hamilton. À l'aide de cet opérateur, on calcule la valeur moyenne de toute 


grandeur ayant F pour opérateur en déterminant la somme diagonale (Tr) du 
produit des opérateurs R et F à l'aide de la formule 


F=Tr (RF)= D RuFts. 
st 


Cherchonsla valeur de Tr (RF). Les fonctions}, (q) sont les fonctions propres 


de l'opérateur de Hamilton À, ct par suite de l'opérateur À = el*-4)/8 desorte 
que | 


CET à (g) = CF TES 1pe(g). 
Les éléments de matrice ÆÀ,, sont donc égaux à 
Rst = \ pretr-fe Ÿr dq = | prelP EN, dg = 664 (PT ESS, 


de sorte que dans la représentation « énergétique » utilisée ici la matrice Re, 
est diagonale. En appliquant la règle de multiplication des matrices on obtient 


(RF)st = > RaFiuT CFO, F= D RstFis = D el F—E:)/8 Fes 


1 st 5 


i.e. la formule (35.5). 
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$ 36. Fonctions thermodynamiques 


En mécanique quantique, tout comme en statistique classique, 
les moyennes prises à l’aide de la distribution canonique donnent 
(pour les « systèmes en thermostat ») les valeurs des grandeurs phy- 
siques correspondant à l'équilibre thermodynamique. En fin de comp- 
te ces moyennes doivent être interprétées comme des moyennes 
temporelles. Exactement comme dans la distribution canonique 
classique, en statistique quantique les grandeurs 6 et Y conservent 
leurs significations: @ est la température absolue et Y est l'énergie 
libre. On vérifie aisément que les raisonnements du $ 11, qui mon- 
trent que @ est le paramètre de température, peuvent être transposés 
dans la statistique quantique. Il est aisé de voir que la déduction de 
la formule de l'énergie libre donnée au $ 11 reste en vigueur à condi- 
tion d'y remplacer l'intégration par la sommation. On a en effet 


= _ ô _ 
E= DE "F8 2 ev1802 0 De” 2410, 
$ 


s 


et comme d'après (35.2) > e”És/° —e-/2, on obtient 
FE _ 002 9 ,-/8 — y _à_2%_ 
E = eY/86 0 € /8=w—6 56: (36.1) 


Or, c'est l'équation de Gibbs-Helmhol!tz. 


L'opérateur de Hamilton H de notre système dépend des para- 
mètres extérieurs &, &e, . . ., puisque l'énergie potentielle du systè- 
me en dépend. Les a, déterminent la position des corps extérieurs et 
sont considérés comme des nombres et non comme des opérateurs. 
Ainsi, l’état des corps extérieurs est décrit par le procédé classique. 
Les fonctions propres 4, et les valeurs propres £, de l'énergie dépen- 
dent des paramètres a, &:, .-.. L 

La force extérieure généralisée suivant la direction du paramètre a, 
est égale à 


(dans la représentation en coordonnées que l'on utilise ici, ce n'est 
pas un opérateur mais un nombre qui dépend de g et de a,, cela pour 
la raison que seule l'énergie potentielle est fonction de a;). On trouve 
la valeur moyenne de la force extérieure à l’aide de la formule 
générale (35.5); elle est égale à 


Ann Der (4) = — D YEN À at (9) 2 ve (a) da 
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On démontrera plus loin que 
OH 
À ot (9) ve (9) dy = 


pour l'instant on admettra que cette relation est valable, et alors en 
procédant comme au $ 11 pour démontrer l'égalité 


— 0Y 
Ar = TT 04k 7 


0E, 
Re (36.2) 


on obtient 


= — 3 ES | ue (9) dre (9) da = 


… (w-E,)/6 0Es __ 0 
— — D e "dax — dar L (36.3) 
Comme indiqué au 8 11, les principales équations de la thermodyna- 
mique découlent des égalités (36.1) et (36.3). 
Reste à démontrer l'égalité (36.2). Les fonctions d'onde 1.(q) 
vérifient l’équation de Schrôüdinger 


A 


Hs = Es (36.4) 
L'opérateur À dépend de dy, de, . . . et de ce fait ses fonctions pro- 
pres Ÿ, et ses valeurs propres Æ', dépendent de a,, a, . .. En diffé- 
rentiant (36.4) par rapport à a, on obtient 


OH fr 0Ÿs  0Es Vs 

0ak ÿe= —H 0ak + 04k Vs+Es 0ak ° 

En multipliant cette égalité par Ÿ* et en intégrant sur l’espace des 
coordonnées, il vient 


‘H : 2 oŸ dE « 0 
fur Su dg= — [yrf Me ag+ se, (te de. (86.5) 
Comme À est un opérateur autoconjugué, on a pour deux fonctions 
p (g) et x (g) quelconques l'égalité 
| thx ag= | xHvç* dg. 
En posant @ = Ÿ,, % = 0%./0a, et en utilisant (36.4) on en tire 


rs. ôŸs de ôŸ 
jerû is ag= | Se Avyt aq=E, | Slt vi à. 


En substituant cette égalité dans (36.5) on trouve 


et l'égalité (36.2) est démontrée. 
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En statistique classique la détermination de l'énergie libre se 
ramenait au calcul de l'intégrale statistique, tandis qu’en statistique 
classique le calcul de l'énergie se ramène au calcul de la « somme 
d'états » [ou « somme statistique »], qui est égale à 


Z= > e Es 


et dans le cas où les niveaux sont des multiplets 


Z = D e7Es/8Q,. 


Selon (35.2), l'énergie libre est liée à la somme statistique par 
la relation 
Y=—0 InZ. 


$ 37. Application de la statistique quantique à l’étude de l'oscillateur. 
Formule de Planck de l’énergie moyenne d’un oscillateur 


Appliquons la statistique quantique à l'étude de l’oscillateur 
harmonique, i.e. à l'étude d’un système dont l'opérateur de Hamil- 
ton est de la forme 


= + (p2+ w°9?), + 0° 


Calculons d’abord l’énergie moyenne de l’oscillateur. Selon la méca- 
nique quantique, ce système peut avoir les valeurs suivantes de 
l'énergie : 

E,={(s+1/2)ño, s—=0,1,2,... (37.1) 


Tous les états correspondant à ces valeurs de l'énergie sont simples. 

Supposons que l’oscillateur considéré fait partie d’un système 
à la température 6. On suppose que l’interaction de l'oscillateur 
avec les autres parties du système est petite ($ 10). Dans ces condi- 
tions, la probabilité pour que l'oscillateur possède une énergie 
donnée est représentée par la distribution canonique (35.1), de sorte 
que la probabilité de l’état s est 


y— —Ee _ ro Y=6+14/2 ño 


W,=exp exp 5 . 


L'énergie moyenne £ est 


…: 00 co nu 
= DW,E,= De FitE,. 


s=0 sæm0 
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Pour la calculer il est commode de trouver d'abord la somme statis- 
tique 


E=yw-0°%-o m2 (37.2) 


Pour l'oscillateur [selon l'égalité (37.1)] la somme statistique est. 


égale à 
co Es) S exp e Se TO) }= 


Z= D exp (— 
= exp ( +) > exp (—<5). 


sæ0 5s=0 
La série qui figure dans cette expression est une progression géomé- 
trique de raison e-*/®, sa somme est égale à (1 — e-*/8)-1, Par 
conséquent, 


e—hu/28 


Z= 1—e-À0/6 


et 


L 
InZ= 5 In({—e-n/6), 


En différentiant par rapport à © et en multipliant ensuite par @6*?: 
on obtient 


» 0inzZ ho fo = 
E — @° 58 = NE F-55767 : (37.3) 


C'est l’expression qu'établit Planck pour l'énergie moyenne de l’os- 
cillateur. Ce résultat se distingue du résultat classique, selon lequel 
l'énergie moyenne de l’oscillateur est égale à O6 = ÀT, en ce qu'en 
théorie quantique l'énergie moyenne de l’oscillateur dépend de sa 
fréquence propre. Lorsqu'on envisage un système dont l'énergie: 
peut être représentée par la somme des énergies d'oscillateurs aux- 
quels on assimile le système (par exemple corps solide, rayonne- 
ment), on constate qu’en théorie quantique la loi de l'équipartition 
de l'énergie entre les degrés de liberté n'a pas lieu puisque l'énergie 
moyenne de chacune des oscillations normales dépend de sa fré- 
quence. 11 s'ensuit également qu'en théorie quantique la température 
ne constitue pas, en général, une mesure universelle de l'énergie: 
cinétique moyenne, comme c’est le cas en statistique classique. 
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La relation entre l'énergie cinétique moyenne Æ et la tempéra- 
ture dépend du système: par exemple, dans le cas d’un oscillateur, 
elle dépend de la fréquence: 

>. 135 1 /ño TA) 

R=TE= 5 (+0 )- 
Le terme #w/2, qui figure dans l'expres- 
sion de £, représente l'« énergie au point 
zéro » de l'oscillateur, qui reste finie au 
zéro absolu. La figure 12 représente 
l'allure de la variation de l'énergie 
moyenne en fonction de la température 
(T, = fiw/k). La droite en pointillé 


0 1 T/Tc correspond à la loi de l’équipartition 
de l'énergie de la théorie classique. 
Fig. 12 A basse température ou aux fréquen- 


ces élevées, lorsque fw/6 est très grand, 
dans le dénominateur de (37.3) on peut négliger l'unité devant la 
fonction exponentielle et on obtient alors l'expression approchée: 


E = + hu exp {=}. (37.4) 
A haute température, lorsque #w/6 est petit, on peut développer la 
fonction exponentielle en une série de puissances, ce qui conduit 
à l'expression 


E=-+ho [S-+ 27 3T Cr (TT 
=8++ (Se) …, (87.5) 


-de sorte qu’à un terme de l'ordre de (#w)°/6 on obtient £ = ©. 
i.e. à haute température (ou à basse fréquence, lorsque Âw/6 est petit) 
-on retrouve la formule classique de l’énergie moyenne. 


TA) 5. ‘ 
La dépendance du terme oz Avec & dans l’expression 


(37.3) est représentée sur la figure 13 pour les températures 6, et 6, 
telles que 6, — 26,. À haute fréquence, ce terme dépendant de la 
température dans l'expression de Æ tend vers zéro. C'est ce qui 
‘élimine une des difficultés de la théorie classique (signalée au $ 17) 
liée à l'existence d'une discontinuité dans le comportement de l'é- 
nergie (et de la capacité calorifique) lorsqu'on passe d'un couplage 
fort à un couplage très fort dans le système considéré. À un couplage 
très fort correspond une fréquence élevée qui croît indéfiniment 
.à mesure que le couplage devient de plus en plus fort. Selon la théo- 
rie quantique. l'accroissement de la fréquence s'accompagne d’une 
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diminution de la partie de l'énergie et de la capacité calorifique 
dépendant de la température. Il s'ensuit qu'en ce qui concerne la 


fo 


se 


26./h 108, ff w 


Fig. 13 


capacité calorifique, les vibrations normales de très hautes fréquen- 
ces ne jouent aucun rôle et le passage au couplage absolument rigide 
est continu. 


Calculons encore la probabilité d’une valeur déterminée de la coordonnée 
d'un oscillateur se trouvant à une température déterminée. On utilisera pour 
ce faire la formule (35.4). On sait que fes fonctions propres normalisées d'un 
oscillateur sont égales à 


pme ti Hs(reT*/2 
Ho (SE) ere 


rh 
z = mo )e. (37.6) 


li 


où les A, (x) sont des polynômes de Tchebychev-Hermite et m la masse de l'oscil- 
ateur. 
Selon (35.4), la densité de probabilité s'exprime donc par 


v(p=r De Eee = 


s=0 


4 [mo \1/2 hw/26 - x? « er h@s/6 [H, (z)]° _ 
Tr) Re 


sæ=0 


_ 14 [mo \1/2 _huy26-x? < Hs (x)}° 
=7 | | D f sl 


LU 


sm=0 
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où — (1/2) "0/8 et Z est la somme statistique. Cette série peut être sommée. 
On utilise à cet effet la formule *) 


n 


» Ts EN = ({—41°)"1/2 exp ftz 


_ s| 1+2t (87.7) 
où t— (1/2)e-%/29, En utilisant cette égalité il vient 
w (q) + (+ | 3 e7"0/26 exp { —z°th +.) ({—e”h0/8)-172, 
En y substituant l'expression de Z et en remplaçant x par q on obtient 
vo=(rethee) À < TE qe th (37.8) 


*) Pour établir cette formule on procède comme suit. On sait (cf. Courant R., 
Hilbert D., Méthoden der matematischen Physik, t. 1, ch. 11. $ 9) qu'on détermine 
les polynômes de Tchebychev-Hermite à l’aide de la fonction génératrice 


eaux LS ie (x) | (a) 
:=0 
avec 
+? 
| He (net LE, (b) 
En utilisant l'identité 
+00 
een Ten a e 


et en utilisant (b), il vient 


(—1)® er _d° 


vs ‘ æ 


+0 
| ei2ux-v° y — 


+ 00 
— DE )®_ | yseX®+2iux? ut dy. (d) 


— 00 
En remplaçant l'un des facteurs dans [, (z)]? = H, (x) H, (x) par l'ex- 
pression (d), on obtient 


© Oo 
ÿ ts 0 12 _ 1_ e*° | e2ivx =? > (ar H, (x) dy. 
s=0 ‘ Va s=æ=0 ‘ 


En appliquant la formule (a) à la somme sous le signe d'intégration et en posant 
= —J2iyt, on trouve 


5 2 = = e*? Les {—«4—u) (#5) dy= 


2 
= (1—412)1/° ecXp os ’ 


je. la formule (37.7). 
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C'est la formule dite de Bloch qui remplace en mécanique quantique la formule 


classique 
mo \ 1/2 mw°q* 
c(D=(55) exp (— 50 )- 


On voit qu’en théorie quantique on aboutit à la distribution de Gauss, tout 
comme en statistique classique. Il est plus simple de calculer la dispersion de 
la distribution à partir de la condition 


= + (Pi utg8) = 0%, 


vu qu’en mécanique quantique et classique l'énergie cinétique moyenne et l'éner- 
gie potentielle moyenne d'un oscillateur sont égales. On en déduit que 


=} (+ — |. (37.9) 


La formule de Bloch (37.8) représente la distribution de Gauss avec la disper- 
sion .9) 
otons que si au lieu d'envisager un oscillateur à un seul degré de liberté 
on avait considérée un système quasi élastique à un nombre quelconque de degrés 
de liberté, on aurait obtenu également une distribution gaussienne des coordon- 
nées. Pour le prouver utilisons les coordonnées normales: comme celles-ci sont 
statistiquement indépendantes les unes des autres, la probabilité cherchée 
sera égale au produit d'expressions (37.8) relatives à toutes les coordonnées 
normales, i.e. elle s'exprime par une distribution gaussienne. En revenant 
aux coordonnées initiales à l’aide d'une transformation linéaire, on trouve pour 
ces coordonnées une distribution gaussienne, quoique ces coordonnées ne soient 
plus statistiquement indépendantes. Leurs carrés et leurs produits moyens 
euvent être obtenus par une méthode analogue à celle utilisée ci-dessus dans 
e cas de l’oscillateur ; ainsi la loi de distribution pour les coordonnées sera com- 
plètement définie. 


$ 38. Capacité calorifique des gaz biatomiques 


On a vu au $ 37 que la théorie quantique, appliquée aux oscilla- 
teurs, permet de lever les difficultés de principe auxquelles se heurte 
la théorie classique de la capacité calorifique. Cette théorie permet 
aussi de préciser quels sont les degrés de liberté qui importent pour 
le calcul de la capacité calorifique et quels sont ceux qui, étant 
équivalents à un couplage fort, peuvent être négligés. Pour cela on 
raisonne de la façon suivante. Si, pour un degré de liberté donné, la 
plus petite énergie possible correspondant à ce degré de liberté est £, 
et si le niveau d'énergie qui lui fait suite est Æ,, la probabilité de 
l'état E, est donnée par 
e-E1/8 


e(Y-E1)0 — << e”(E1-Eo)/6, 


eE0/8 Le-E16 L 


Donc, si la différence Æ, — Æ, est très grande devant © — XT la 
probabilité de tous les états « excités » Æ, (avec s> 1) sera très 
petite. Il s'ensuit que sous cette condition le système occupe l'état 
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énergétique pratiquement le plus bas, son énergie moyenne est £, et 
ne dépend pas de la température ; la capacité calorifique correspon- 
dante sera pratiquement nulle. 

En dénotant la quantité (Æ, — E;)/k par T, («température 
caractéristique ») la condition de l’annulation de la capacité calorifi- 
que s'exprime par TT... 

L'application de la théorie quantique à l'étude de la capacité 
calorifique des gaz à molécules biet polyatomiques permet d'expliquer 
en détail tant la valeur de leur capacité calorifique que sa variation 
avec la température. 

On examinera ici la question de la capacité calorifique des gaz 
biatomiques. On peut prendre pour modèle d’une molécule biatomique 
un système de deux atomes rigides qui sont liés l’un à l’autre de façon 
que leur distance de séparation ne puisse varier que très faiblement. 
On peut admettre que chacun de ces atomes est absolument rigide et 
identifier sa position à la position des noyaux parce que l'énergie 
d'excitation £, — Ë, de l’atome est très grande (de l'orde de 10-18 J), 
de sorte que le mouvement des électrons dans les atomes ne commence 
à se manifester qu à partir des températures de l’ordre de *) 


E—Eo __ 101 

On a indiqué au $ 17 que dans l'intervalle de température com- 
pris entre quelques dizaines et quelques centaines de kelvins, on 
arrive à calculer correctement les capacités calorifiques des gaz 
biatomiques si la molécule biatomique est assimilée à un système 
à cinq degrés de liberté constitué par deux points matériels forte- 
ment couplés. On tient alors compte du mouvement de translation 
de la molécule et de sa rotation autour de deux axes, mais on néglige 
la rotation autour de l’axe de symétrie ainsi que les vibrations des 
noyaux atomiques. On a vu aussi qu’à hautestempératures (de l'ordre 
de 1000 K) la capacité calorifique croît et présente des valeurs supé- 
rieures à celles prévues par la théorie classique pour ce modèle. 
Pour l'hydrogène on a constaté en outre une décroissance de la 
capacité calorifique aux basses températures (inférieures à 300 K) 
qui tombe jusqu’à 3 cal/(mole-K) à 50 K, i.e. jusqu'à une valeur 
correspondant aux gaz monoatomiques. La théorie quantique permet 
d'expliquer tous ces faits. 

On doit prendre en considération les mouvements de translation 
et de rotation ainsi que les vibrations des noyaux atomiques. En 
théorie appochée, qui n’est valable qu'à des températures relative- 
ment élevées, on peut considérer ces mouvements indépendamment 


*) Si on exprime l'énergie d'excitation £, — E, en électrons-volts et la 
température en kelvins, on aura 


Ten Es 1,240 (F1—E1) & 10 000 (E1— En). 
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les uns des autres et admettre que l’énergie se compose des énergies 
de translation, de rotation et de l’énergie de vibration des noyaux. 
Il s'ensuit que l'énergie moyenne Æ et la capacité calorifique C, 
comporteront trois termes chacune, i.e. 


E — Etr + Esot + Evi (38.1) 
Co — Ctr + Corot + Cyip- (38.2) 


Dans le cas considéré, en ce qui concerne l'énergie du mouvement 
de translation des molécules la théorie quantique conduit aux mêmes 
résultats que la théorie classique ; l'énergie de translation moyenne 
d'une molécule est donc égale à 


© 


Er = D KT, (38.3) 
et la capacité calorifique molaire correspondante sera 
Cy=+ Nk=m+ R A 3 cal/(mole-K). (38.4) 


En admettant que les vibrations des noyaux dans la molécule sont 
petites, on peut les considérer comme des vibrations harmoniques 
(ceci est vrai jusqu'aux températures de plusieurs milliers de kel- 
vins). L'énergie de vibrations moyenne est donnée par la formule 
de Planck, de sorte que pour une seule molécule elle est égale à 


Fr ho T0) 
En + are ? (38.5) 
et la capacité calorifique molaire sera 
… 0Evib AN (fo)? eh /AT 
Cyib = N TT = Era (RORT pe , (38.6) 


où wo est la fréquence propre des vibrations. On peut trouver cette 
fréquence connaissant le spectre d'émission (ou d'absorption) du gaz 
considéré. Dans le cas de molécules formées par des ions de signes 
contraires et dont les vibrations donnent lieu à des variations du 
moment électrique de la molécule et donc à une émission de lumière, 
cette fréquence correspond à la fréquence de l’une des raies d'émis- 
sion. Pour une molécule formée d’'atomes identiques, on peut déter- 
miner la fréquence w par dépouillement des spectres moléculaires, 
même si cette fréquence ne se manifeste pas comme la fréquence 
d'une raie d'émission. Ces fréquences se situent dans l'infrarouge. 
Par exemple, pour HCI, la fréquence des vibrations propres des 
atomes dans la molécule est égale à w/21 — 0,875-10! s-1; à cette 
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fréquence correspond une raie du spectre infrarouge avec À = 
= 3,42 mu. Il s'ensuit que pour la molécule de HCI 


io __ 1,05-10"3%6.2x-0,875 -101 


= RTS —4200 K. 


T'vi9 = 


Pour IL, Tyyp == 0100 K et pour O,, Ty,p = 2240 K. La températu- 
Te Tyyp = Rw/k peut être désignée comme la température caractéristi- 
que de l'énergie des vibrations. Lorsque T 5 T,,, on peut utiliser 
la formule classique, mais lorsque T € T,,,. la capacité calorifique 
Cyip est évanescente. Les nombres cités montrent que pour ces gaz 
Tu est de l'ordre des milliers de kelvins et qu’en conséquence, à la 
température ordinaire et aux températures plus basses, l’énergie de 
vibration des molécules de ces gaz et la capacité calorifique corres- 
pondante sont tellement petites qu'on peut les négliger ; par exemple, 
pour O, à 300 K, la capacité calorifique molaire C,,9 Æ 0,05 cal/(mo- 
le-K). Cette partie de l'énergie ne devient notable qu’à des tem- 
pératures plus hautes ct c'est sa croissance qui explique l’accroisse- 
ment de la capacité calorifique que l’on observe aux hautes tempé- 
ratures. 

Envisageons maintenant l'énergie de rotation des molécules. Le 
calcul de l’énergic de rotation sera fait en supposant que la molécule 
est absolument rigide; on la considère alors comme un rotateur 
symétrique. Son moment d'inertie par rapport à l’axe de symétrie 
sera posé égal à zéro afin de se conformer au modèle choisi pour la 
molécule. Selon la mécanique quantique l’énergie de rotation de ce 
système peut avoir les valeurs suivantes: 


Et JUN, ÿ20, 1, 2, (38.7) 


où À est le moment d'inertie par rapport à l’axe orthogonal à l’axe 
de symétrie. L'état qui correspond à une valeur déterminée de j est 
un état de multiplicité égale à Q, = 2j + 1. 

On doit noter que si on n'avait pas posé égal à zéro le moment 
d'inertie autour de l'axe de symétrie, et si on avait supposé qu'il 
était différent de zéro et égal à B, on aurait obtenu à la place de 
(38.7) la formule suivante: 

n f(j 1 1 1 
ER = (+ (Se), 


où j; et / sont des nombres entiers tels que 
j=0,1,2,...,; —J<I1<j. 


Cette formule montre que si le moment d'inertie B est très petit, la 
différence des niveaux d'énergie correspondant à ! = 0 et à ! = 1 est 
très grande. C'est pour cela qu'on ne tient pas compte de la rotation 
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autour de l'axe de symétrie, ce qui revient à admettre que la molécule 
se trouve toujours à l’état avec ! — 0; on utilise alors la formule 
(38.7) et on justifie ainsi l'hypothèse selon laquelle B = 0. 

La théorie quantique montre aussi que la « capacité calorifique 
de rotation » doit être très petite aux basses températures. Effec- 
tivement la différence entre les niveaux d'énergie 0 et 1 ne repré- 
sente que k°/2A. La température caractéristique de rotation est donc 
Tiot = R*/2Ak. Le moment d'inertie de la molécule d'hydrogène 


C, ,Cal/(molc-K) 


6 


0 500 1000 1500 2000 T,K 


Fig. 14 


est égal à À —0,47-:10-# g.cm°. On en déduit pour cette molécule 
Trot Æ 86 K. Pour d’autres gaz, même pour ceux composés d'’ato- 
mes légers (azote, oxygène, fluor), le moment d'inertie est des dizaïi- 
nes de fois plus grand et T,.. est des dizaines de fois plus petit que 
pour l'hydrogène. Cela explique la diminution de la capacité calori- 
fique de l'hydrogène à des températures plus élevées que pour les 
autres gaz ; c'est pour cela qu'elle est mieux connue pour l'hydrogène 
que pour les autres gaz. Aux températures élevées T5 T1, comme 
il est facile de s'assurer par un calcul approché de la somme statis- 
tique, la théorie quantique conduit à des résultats coïncidant 
avec ceux de la théorie classique. La figure 14 représente l'allure de 
la variation thermique de la capacité calorifique molaire C, de 
l'hydrogène : les petits cercles représentent les valeurs expérimentales 
des différents chercheurs et la ligne en trait plein les valeurs expé- 
rimentales dûment corrigées. 

On doit noter que sous la forme exposée ci-dessus, la théorie de la 
capacité calorifique de rotation ne concerne en fait que les molécules 
formées par des atomes d'espèces différentes. Dans le cas de molécu- 
les formées d'atomes identiques, les molécules d'hydrogène par exem- 
ple, on ne peut résoudre le problème considéré qu'en faisant inter- 
venir le principe de Pauli ($$ 45, 46). Lorsqu'on en tient compte, 
on arrive à la conclusion que l'hydrogène moléculaire est un mélange 
20—0297 
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de deux sortes de molécules d'hydrogène ortho et para qui se distin- 
guent l’un de l’autre par l’orientation mutuelle des spins nucléaires *). 
Ce n’est qu'en tenant compte de ce fait qu’on arrive à un accord 
quantitatif complet des résultats théoriques et expérimentaux pour 
la capacité calorifique de l’hydrogène à basse température. On 
réussit mème à mettre en évidence l'influence exercée sur la capacité 
calorifique par les catalyseurs favorisant la transformation de 
l’orthohydrogène en parahydrogène (et vice versa) et accélérant l’éta- 
blissement de l'équilibre entre ces deux états, qui demande sans cela 
de très longs délais. 

Chaque fois qu'on divise la capacité calorifique en capacités 
calorifiques « de translation », « de rotation » et « de vibration », 
les résultats des mesures concernant l’état d'équilibre (par exemple 
les mesures calorimétriques) fournissent toujours la capacité calori- 
fique totale. On peut diviser cette dernière en trois composantes 
qu’en connaissant la dépendance de la capacité calorifique avec la 
température, sur la base d’une analyse théorique des résultats comme 
on l’a déjà montré plus haut. Cette division en plusieurs composantes 
de la capacité calorifique est toujours approchée. 

La théorie exacte interprétant quantitativement tous les change- 
ments d'’allure de la courbe expérimentale doit tenir compte, par 
exemple, des variations du moment d'inertie résultant des vibrations. 

Lorsque les mesures concernent des états hors d'équilibre, on 
peut toutefois séparer la capacité calorifique liée aux vibrations des 
composantes de translation et de rotation. Cela se réalise dans le cas 
de la détermination de la capacité calorifique à partir des résultats 
de mesure de la vitesse du son dans le gaz qui est donnée par 


=7/ 2Cs/ AT —) 

y 22 m (1+ Co l° 

Connaissant la vitesse du son, on peut donc trouver la valeur de C,. 
Si on mesure la vitesse d’un son de basse fréquence, d’un son audible 
par exemple, pendant toute la durée de la mesure la distribution 
d'énergie dans le gaz sera pratiquement la même qu’à l'équilibre, de 
sorte qu’on détermine alors la capacité calorifique d'équilibre tota- 
le C,. Mais dans le cas d’ultrasons de très haute fréquence (dans le 
cas du gaz carbonique il s’agit de fréquences égales à 106-107 Hz) 
les échanges d'énergie entre les vibrations et les mouvements de 
translation et de rotation des molécules n’ont pas le temps de se 
réaliser, car l'excitation des vibrations des molécules n’est relative- 
ment lente que si le nombre de chocs mutuels est petit. Danc ce cas, 
on tirera des mesures de la vitesse du son non pas la capacité calori- 


[*) Dans la molécule d'orthohydrogène les spins nucléaires sont parallèles, 
et dans la molécule de parahydrogène ils sont antiparallèles.] 
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fique totale, mais la quantité Ci, + Cr. Pour le gaz carbonique 
on trouve, par exemple, une valeur qui est de 20 % plus petite 
que la capacité calorifique statique totale. 


$ 39. Théorie de la capacité calorifique des corps solides 


L'application de la théorie quantique à l'étude de la capacité 
calorifique des corps solides permit à Einstein d'expliquer, dès 1906, 
la diminution de la capacité calorifique aux basses températures, 
quoiqu'il utilisa un modèle très grossier de corps solide. Einstein 


C,, cal/(mole-K) 


Fig. 15 


assimila le corps solide à un ensemble de W particules vibrant autour 
de leurs positions d'équilibre indépendamment les unes des autres. 
Cela permet de poser que les vibrations de toutes les particules ont 
Ja même fréquence w. L'énergie moyenne revenant à un degré de 
liberté est alors égale à 


ho 
eno/RT —! 


(on a omis le terme %w/2 qui, étant indépendant de la température, 
importe peu dans l’étude de la capacité calorifique). 

L'énergie moyenne d’un corps (composé de NV particules et ayant 
SN degrés de liberté) est alors égale à 


5 SNho 
E == AORT 4 , (39.1) 
et la capacité calorifique 
__8E  3N{(ho)t"%/ÀT 
GT En TE pe (39.2) 


On a donné sur la figure 15 une représentation graphique de la 
formule (39.2); les résultats théoriques coïncident qualitativement 
avec les données expérimentales. Aux basses températures, C, tend 


20% 
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vers zéro, conformément à la règle empirique thermodynamique de 
Nernst. Aux hautes températures, on trouve pour €, une valeur qui 
correspond à la règle de Dulong et Petit, puisque dans cette gamme 
de température la formule de Planck de l'énergie de l’oscillateur se 
ramène à la formule classique. 

Néanmoins l'accord entre théorie et expérience n’est que qualita- 
tif. A T — 0 la tangente à la courbe de la capacité calorifique, 
évaluée par la formule (39.2), a un très haut ordre de grandeur, 
tandis que l'expérience y donne une décroissance plus rapide de la 
capacité calorifique. En outre, on détermine empiriquement la 
constante w quoique aucun corps solide ne possède en réalité une telle 
fréquence propre. Ces résultats suggèrent que la théorie quantique 
est susceptible d'expliquer la dépendance de la capacité calori- 
fique avec la température, à condition d'utiliser un modèle de corps 
solide plus adéquat. C'est ce que firent indépendamment les uns des 
autres, d’une part, Debye (en 1912) et, d'autre part, Born et Kar- 
man *). 

On assimilera le corps solide, comme au $ 18, à un système de N 
particules liées les unes aux autres par des forces quasi élastiques 
et vibrant autour de leurs positions d'équilibre. L'énergie représente 
alors une forme quadratique des composantes des déplacements de 
toutes les particules, et la force qui s'exerce sur une particule quel- 
conque est une fonction linéaire homogène des déplacements de tou- 
tes les particules. 

Si on introduit les coordonnées normales, on pourra représenter 
l'énergie Æ du système sous la forme d’une somme des énergies des 
oscillateurs correspondant aux différentes vibrations normales. 
(Leur nombre est égal à 3N — 6 Æ 3N, i.e. au nombre de degrés de 
liberté). L'énergie moyenne d’une vibration normale de fréquence w} 
est donnée par la formule de Planck 


— __ AO RO 
= + True 4 ? (39.3) 
et l'énergie moyenne du corps est donc égale à 
3N SN no 
E = » er, = Ep + ÿ Re —. (39.4) 
hi mi © * —1 


Ici E, — Zhow,/2 est l'« énergie au point zéro », i.e. l'énergie que 
possède le corps à la température du zéro absolu. On a déjà signalé 
que cette énergie n'intervient pas dans les questions relatives à la 
capacité calorifique, quoiqu'’elle joue un rôle notable chaque fois 
qu'intervient l'amplitude des vibrations, comme par exemple dans 


*) Le lecteur trouvera un exposé détaillé de la question in: Born M., 
Gôppert-Mayer M., Handbuch der Physik, t. 24, p. 708, 1939. 
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Je cas de la dépendance de la diffusion des rayons X par le corps solide 
avec la température. 

En notant Z (w) le nombre de vibrations normales ayant une 
fréquence inférieure à w, le nombre de vibrations normales ayant une 
fréquence comprise dans l'intervalle (w, « + dw) sera égal à dZ (w). 
On peut alors remplacer la somme figurant dans (39.4) par l’intégra- 


le *) et écrire l'expression de Æ sous la forme 


Omax 
5 Ro 
0 


Ici &max est la fréquence maximale des vibrations normales; on la 
trouve à partir de la relation 


Z (@marx) = 3W, (39.6) 


puisque le nombre total des vibrations normales est égal à 3N. 

Les expressions (39.4) et (39.5) montrent que pour pouvoir calcu- 
ler l'énergie d’un corps solide par les méthodes de la statistique 
quantique, il faut connaître les fréquences propres des vibrations nor- 
males, ce qui n'était pas nécessaire en statistique classique, vu que 
dans ce dernier cas l’énergie moyenne ne dépend que du nombre de 
vibrations normales, i.e. du nombre de degrés de liberté. 

Le calcul de toutes les fréquences propres d’un corps solide 
tridimensionnel est une tâche très ardue. La question de la capacité 
calorifique à basse température se trouve simplifiée par les circons- 
tances suivantes. À basse température, du fait du caractère de la 
variation de la fonction de Planck avec la fréquence, représentée sur 
la figure 43, on ne doit tenir compte dans l'expression (39.4) de 
l'énergie moyenne que des termes correspondant aux vibrations 
normales de basses fréquences. Pour une vibration normale donnée 
on peut considérer les déplacements des particules comme une onde 
stationnaire de déplacement dans le corps. 

Aux vibrations de basses fréquences correspondent des ondes dont 
les longueurs d'onde sont grandes devant le paramètre du réseau 
cristallin du corps. Cela signifie que ces vibrations élastiques sont 
des vibrations sonores (et ultrasonores), pour l'étude desquels on 
peut poser que le corps solide est continu ; on peut alors calculer les 
fréquences propres à l'aide de la théorie d'élasticité des solides con- 
tinus. Pour se faire une idée du rapport qui existe entre les vibra- 


*) De toute évidence la fonction Z (w) déterminant le nombre de vibrations 
normales ayant une fréquence inférieure à ©, est une fonction en escalier dis- 
continue qui s'accroît d'une unité chaque fois que w passe par une valeur égale 
à la fréquence de l’une des vibrations normales et qui ne change pas entre deux 
fréquences normales consécutives. On peut cependant remplacer cette fonction 
par une fonction continue lissée et écrire (39.4) sous la forme (39.5), l'intégrale 
ayant sa signification usuelle. 
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tions d’un solide continu et celles d’un solide cristalin à structure 
discrète, considérons le modèle unidimensionnel du cristal. Pour ce 
modèle le problème peut être résolu exactement. 


On notera qu'on traite le problème des vibrations propres d'un cristal par 
la méthode de la mécanique classique et non pas par celles de la mécanique 
quantique. Cela peut paraître inconséquent de mettre en œuvre la statistique 
quantique dans un cas où une partie du problème (détermination des vibrations 
propres du système) est traitée à l’aide de la mécanique classique. Or cela est 
g aitement admissible, car les solutions quantique et classique de cette partie 

u problème sont exactement les mêmes. En effet, la résolution du problème 
se réduit à la transformation de la fonction de Ifamilton, qui est une forme 
quadratique en coordonnées et en impulsions, de façon à la ramener à la forme 
normale. En théorie quantique, le problème consiste à ramener un opérateur 
quadratique (qui dérive de cette forme quadratique, en remplaçant toutes les 


ô 
impulsions px par — 3) à la forme normale-- », (—r ETUI @?q$ ] . 
Or, dans les deux cas, on utilise les mêmes changements de variables. 


Avant d'exposer la solution du problème de la capacité calori- 
fique par le procédé esquissé, consistant à remplacer le corps solide 
à structure discrète par un solide continu afin de trouver les fré- 
quences des vibrations normales, il convient d'étudier un système 
unidimensionnel, notamment d'une chaîne de particules liées par des 
forces élastiques qui est, à certains points de vue, analogue à un 
corps solide. L'étude de ce modèle permet de préciser dans quelles 
conditions la mise en œuvre du solide continu est justifiée. 


$ 40. Vibrations d’une chaîne unidimensionnelle 
de particules liées par des forces élastiques 


Soit un ensemble de particules formant une chaîne unidimension- 
nelle où, à l'équilibre, chaque particule se trouve à la même distan- 
ce a de ses voisins (la distance a est le paramètre de la chaîne). La 
force à laquelle se trouve soumise chaque particule a pour origine 
ses deux plus proches voisins seulement et dépend uniquement de 
leurs déplacements relatifs suivant la direction de la chaîne. On 
posera que cette force est proportionnelle à la différence de leurs 
déplacements (force quasi élastique). La force F,,,_, qu’exerce la 
(n — 1)-ième particule sur la n-ième est donc égale à 


Fr = — X (En — En-1)s (40.1) 


où Ë£, est le déplacement de la n-ième particule par rapport à sa 
osition d'équilibre et x une constante. La force totale s'exerçant sur 
a n-ième particule est évideroment égale à F,, 11 + Fan et les 

équations du mouvement sont de la forme | 


MEn — Fh, n=1 — lnæl, ns (40.2) 


8 40] VIBRATIONS D'UNE CHAINE UNIDIMENSIONNELLE 311 


ou 
En + (— En 2En —Ens1) = 0. (40.3) 


Considérons d’abord une chaîne s'étendant à l'infini dans les deux 
sens. On obtient pour cette chaîne un ensemble d'équations (40.3) 
où n parcourt toutes les valeurs entières de —o à <+co. Cherchons 
les vibrations normales de ce système sous la forme d’une onde 
progressive monochromatique 


E, — Aeilot-hno) — Aeltot-on), (40.4) 


La quantité @ déterminant la différence de phase dans les vibra- 
tions des particules voisines est proportionnelle au nombre d'onde 
k — 2n/}, à savoir 


o = ka = 2na/À. (40.5) 


On notera que @ varie à l’intérieur d'un intervalle d'une longueur 
égale à 2x, puisque la forme de l'onde (40.4) ne change pas lorsqu'on 
ajoute à o un nombre entier multiple de 2x, vu que œ y figure sous 
forme de nr, n étant un nombre entier. On peut donc poser que 
est compris dans l'intervalle —n << ®< x. Aux valeurs de @ com- 
prises dans cet intervalle correspondent des ondes se propageant dans 
les deux sens et ayant des longueurs d’onde variant de À = 2a jus- 
qu’à À — co. On tient compte ainsi de toutes les vibrations possibles 
des particules lorsqu’une onde parcourt la chaîne considérée. 

En substituant (40.4) dans (40.3) on s'assure que le système 
d'équations (40.3) se trouve vérifié lorsque la fréquence est liée au 
nombre d'onde par la relation 


(40.6) 


| 
2 = 4 Vin? Lu 
m 2 


En calculant la racine carrée et ne gardant que sa valeur positive 
(puisqu'on peut poser que la fréquence est positive) on trouve 


w=2y/ + | sin &|. (40.7) 


La vitesse de propagation de l'onde est égale à 
___® __ wa sin (p/2) 
== [2 (40.8) 


dépend du nombre d'onde # — ®/a, ce qui signifie qu’il y a disper- 
sion. La vitesse de groupe de l'onde est égale à 


d d 
u= = a 7 —=4 + cos +. (40.9) 
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La figure 16 représente la dépendance de w avec œ® pour une chaîne 
de particules. Pour petits (grandes longueurs d’onde) w est propor- 
tionnel à œ et les vitesses c et u sont constantes. Pour grand, ïi.e. 
pour des longueurs d'onde de l’ordre du paramètre a du réseau, la 
dispersion devient notable. Pour @ = x, donc pour une longueur 


Fig. 16 Fig. 17 


d'onde égale à 2a, la vitesse de groupe est égale à zéro, ce qui mon- 
tre que pour des ondes de très petites longueurs les particules vibrent 
presque indépendamment les unes des autres. 

On conçoit fort bien que la tangente à la courbe représentant la 
dépendance de w avec ® (tangente passant par l'origine des coordon- 
nées et représentée sur la figure 16 en pointillé) exprimerait la dé- 
pendance de w avec @ si on avait assimilé les vibrations de notre 
chaîne à celles d’une tige continue. A ce même cas correspond la 


valeur initiale c — aŸ x/m sur la courbe de la figure 17. En effet, la 
vitesse d’une onde élastique se propageant dans une tige continue 
est égale à V E/p, où E est le module d'Young et p la densité. Le 
module d'Young est égal au rapport de la force à la déformation 
relative déterminée par cette force; le module d'Young de notre 
chaîne de particules est de la forme 


— Fnns _ ’ 
En ox. (10.10) 
a 


En remarquant encore que p = m/a on trouve la vitesse à l’aide de 
la formule établie pour une tige continue 


— _ 
V += Æ, (40.11) 


i.e. la valeur de c pour la chaîne lorsque @ = 0. 
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Ces résultats montrent que pour des ondes longues (en comparai- 
son avec le paramètre a de la chaîne) la fréquence correspondant à 
une longueur d'onde donnée peut être évaluée à l’aide des formules 
établies pour les corps continus. Même pour les ondes les plus courtes 
(® = x, À = 2a) l'erreur commise sur la valeur de la fréquence 
calculée sur la base du modèle continu n’est pas très grande. On 
trouve pour & la valeur x Vx/m au lieu de 2 Vx/m, soit 1,5 fois 
plus grande. 

On s'intéresse à un corps de volume limité et aux vibrations 
normales d’une chaîne de longueur limitée. Soit une chaîne formée 
de N + 2 particules, dont les particules extrêmes: la particule nulle 
et la (W + 1)-ième, sont fixes. À ce modèle correspond un corps 
solide serré entre des parois rigides. En conséquence, les conditions 
aux limites sont 


Eo = 0, En+1 = 0. (40.12} 


On trouve une solution particulière à ce problème [i.e. aux équations 
différentielles (40.3) avec les conditions aux limites (40.12)] en 
choisissant une combinaison linéaire de deux ondes progressives 
se propageant en sens opposés, dont les expressions réelles sont 


E, = À cos (ot — or + y,) + B cos (ot + pr + Y2), (40.13) 


où À, B, y1, y: sont des constantes arbitraires. Pour que la condition 
Ë, = 0 (pour ft quelconque) soit vérifiée, on doit poser 


A = —B,ÿ = Y: = 7, 
de sorte que 
En = À [cos |@t — on + y) — cos (ot + pr + y)]l = 
— 2A sin (ot + y) sin pr. 
La condition Ex+, — 0 implique que 
[sin (N+1)p=0 
d'où 
k 
P= = TT » k= 1, 2, ...) N. 


Par conséquent, la solution cherchée du problème est de la forme 


- ftkn 


En = const-sin (wi + VSD pr z 


k=1, 2, ...,N. (40.14) 


Chacune de ces solutions représente une vibration normale telle 
que toutes les particules vibrent avec la même fréquence 


w=2 V/ sin LT 
m 2 
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L'ensemble des NV solutions obtenues définit justement les V vibra- 
tions normales possibles dans la chaîne considérée ayant W degrés 
de liberté. Les fréquences w, de ces vibrations normales sont com- 
prises dans l'intervalle 


# aN # 

0 < O1 L2 y + Sin TWD <22 V +. 
Chacune de ces vibrations est une onde stationnaire de longueur 
d'onde À = 2xa/p, = 2a (N + 1}/k, qui est déterminée à partir 
de la même condition que celle qui correspond aux vibrations d’une 
tige (ou d’une corde) continue, à savoir à la condition selon laquelle 
la longueur de la chaîne (W + 1) a doit contenir un nombre entier 
de demi-ondes. 

Il a été déjà indiqué que la vitesse de propagation des ondes lon- 
gues le long de la chaîne est très proche des vitesses de propagation 
des ondes dans une tige continue ayant la même densité et le même 
module d'Young. Par conséquent, dans ce cas, les fréquences des 
vibrations normales doivent être pratiquement les mêmes. 

Il s'ensuit que dans le cas d’ondes longues, on peut faire appel 
au modèle de corps continu; on peut utiliser ce modèle pour le cal- 
cul de la capacité calorifique à basse température où seules les ondes 
longues (de basses fréquences) possèdent une énergie notable. On 
arrive à la même conclusion en procédant à l'étude du cas général 
des vibrations d'un réseau cristallin tridimensionnel composé de 
particules identiques (corps solide monoatomique, par exemple élé- 
ments chimiques solides). 


$ 41. Théorie de la capacité calorifique des corps solides (suite) 


On a vu au $ 39 que pour calculer l'énergie moyenne d’un corps 
solide, il était nécessaire de connaître la fonction Z (w), i.e. le 
nombre de vibrations propres contenues dans un intervalle donné 
de fréquences. D'après les résultats obtenus ci-dessus, pour étudier 
les vibrations d’un corps solide aux basses températures, on peut 
l’assimiler à un corps continu et raisonner de la façon suivante. 

Il s’agit de trouver une solution au problème des vibrations 
propres d'un corps solide continu serré entre des parois rigides. Ce 
problème se ramène à la résolution des équations différentielles de 
la théorie de l’élasticité avec des conditions aux limites déterminées. 
‘Ce problème est analogue à celui des vibrations électromagnétiques 
à l’intérieur d’une boîte à parois spéculaires, que nous avons traité 
au $ 20. On obtient ainsi les résultats suivants. 

Dans un corps solide, on peut avoir affaire à des vibrations 
longitudinales et à des vibrations transversales. Chacune de ces 
vibrations normales se présente soit sous forme d’une onde station- 
aaire avec des vibrations longitudinales, soit sous forme d’une onde 
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stationnaire avec des vibrations transversales d'une direction dé- 
terminée. Les fréquences de ces vibrations sont données par des for- 
mules analogues à celles des fréquences des vibrations électromagné- 
tiques (cf. $ 20). Le nombre de vibrations transversales dont les 
fréquences sont comprises dans l'intervalle (wo, © + do) s'exprime 
par une formule dont la forme est semblable à celle de (20.17); ce 
nombre est égal à 
9 Vo: do 
EC 


Ici c, est la vitesse des ondes élastiques transversales se propageant 
dans le cristal et V le volume du cristal. En effet, un peut avoir 
deux vibrations normales indépendantes d'une fréquence donnée, 
se distinguant l’une de l’autre par la polarisation, le nombre des 
différentes fréquences propres de chacune de ces vibrations étant 
égal à Vo*dw/2r°c;. En outre, on peut avoir encore des vibrations 
longitudinales dont le nombre est égal à Vo*do/2n°ci, c1 étant la 
vitesse des ondes élastiques longitudinales. 

Par conséquent, le nombre total de vibrations normales de fré- 
quences comprises entre w et © + do est égal à 


Voi do / 2 1 3Vo* do 
az o)= (+ te = rs — rs (41.1) 
où cest la «vitesse Royerne » sine par la relation 
nr: +++ (41.2) 


Nous avons négligé jusqu’ici l'anisotropie des propriétés élastiques 

du cristal qui se manifeste même pour les cristaux du système cu- 

bique. On a utilisé ci-dessus les équations établies pour le corps 

solide isotrope dont les propriétés élastiques sont caractérisées par 

deux constantes élastiques (par exemple, par le module d’Young et 

le coefficient de Poisson, ou par les valeurs des vitesses c, et ci). 
Selon (39.5), l’énergie moyenne du cristal est égale à 


_ CRE po 2 (u) avR TT do 
E=E,+ et = Fo + es ei (41.3) 
en posant æ—/#w/6 on obtient 
RO D a x/9 
3ves s dx 
E=Es+-rs ET (41.4) 


A basse température et aux fréquences élevées, l'expression figurant 
sous le signe d'intégration étant très petite, il est inutile de définir 
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exactement la limite supérieure @ax. On peut poser Wmazx —= ©. 
On obtient alors 


3V@t ( zàz 
E= Ets |. (41.5) 
L'intégrale figurant dans le second membre est évidemment une 
constante, à savoir *): 


t z$ dx 1 à 
=. (41.6) 
0 
Si on introduit encore @ = XT, on trouve 
E =E, + dTi, (41.7) 
où 
2Vkt 
d= ns - (41.8) 
De là on trouve pour la capacité calorifique 
dE 
C,= Hp = 4aTs, (41.9) 


C'est la loi des cubes établie par Debye. Lorsque la température 
tend vers zéro, la capacité calorifique tend aussi vers zéro. Ce dernier 
résultat est conforme à l'expérience et fut exprimé (avant que la 
théorie fut élaborée) par le principe empirique de Nernst. La loi 
des cubes pour la capacité calorifique se trouve confirmée par les 
résultats expérimentaux obtenus aux basses températures [27]. 


*) Le calcul de l'intégrale se fait comme suit: 


4 ex 
Fat der, 
Tes 0 

œ sd ©œ œ œ n œ 

zS dz 
(re 2 james D Tr |ievas. 
0 f=0 0 næ0 0 

Or 
œ œ 


1 1 xt 
| evay=s1=6, e 2 +1 31 15 ? 
0 na 0 


et par suite 


zS dr 


1 de 
at 6 Dr TR n+1) — 45 


o—-28 


Vr par exemple, Parttelle Differentialgleichugen der Physik, Bd. Vi, Leipzig, 
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Aux hautes températures, l'énergie moyenne est donnée par 
l'expression classique. Pour s’en assurer, il suffit d'examiner (39.4) 
où pour 6 grand, chaque terme de la somme est égal à 6, ce qui a 
pour résultat £ = 3N6 = 3NXT. Dans ce domaine de validité de 
la statistique classique, la formule (41.3), où Z (w) est encore donné 
par (41.1) (i.e. sur la base du modèle du solide continu) reste valable. 
En effet, quoique les vibrations de haute fréquence qu’on ne peut 
calculer sur la base du modèle continu commencent à intervenir, 
on sait que la statistique classique ne tient pour essentiel que le 
calcul en nombre de vibrations normales : or ce nombre est correcte- 
ment défini par la relation Z (o,,+) = 3N, qui définit o,24. Com- 
me la formule (41.3) est vérifiée pour les deux cas extrêmes (très 
basses et très hautes températures), on peut l’appliquer à la région 
intermédiaire en considérant qu'il s’agit d’une interpolation. 

En remarquant qu’en vertu de (41.6) 


Cmax Vo: 
Z (@max) = | 7 (0)=-5R8 = 38N, (41.10) 
0 
on obtient 
o N \1/3 2x 3 \1/3 
Omax =C (6x? +) = (=) , (41.11) 


où a est la constante du réseau, de sorte que V — Va“. La longueur 
d'onde de l’onde élastique correspondant à cette fréquence maximale 
est 


2xc 4n \1/3 
min = 0 (=) A 1,5a. 


On doit naturellement tenir compte de ce que ce calcul ne peut don- 
ner qu’un ordre de grandeur de Gaz ©t Âmin, Puisque pour des ondes 
aussi courtes l’expression de Z (w) déduite du modèle continu du 
corps solide ne peut être précise. 

Introduisons la notation 


T= Mmes PE | $ )" 


L rs T3 (41.12) 


(T. est appelé température caractéristique). On peut alors récrire 
(41.4) sous la forme 


TIT 
E=E+oNkr(r) | ES 
TT 


=Es+38RT-38 (+) | ES. (4143) 
0 
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On voit que l'énergie moyenne dépend du rapport T/T,. Lorsque 
T est grand par rapport à la température caractéristique T., autre- 
ment dit, lorsque pour toutes les vibrations propres, y compris les 
vibrations des plus hautes fréquences, la quantité 


ho ROmax __ Te 
KT SORT TT 
est petite, l’énergie moyenne des vibrations est égale au résultat 
TIT 
oo 8 3 
classique ÀT. Dans ces conditions, la quantité 3 (=) { ss 
Te ex —1 


est peu différente de l'unité et la capacité calorifique prend sa va- 
leur classique 3R. Dans cette région, la loi de Dulong et Petit est 
valable. 

Dans le cas contraire où la température 7 est beaucoup plus 
petite que la température caractéristique T',, on peut remplacer la 
limite supérieure de l'intégrale (41.4) par l'infini, ce qui conduit 
à l'expression (41.5) qui s'applique aux basses températures, et à 
la loi en T° pour la capacité calorifique. Par conséquent, plus la 
température caractéristique 7, est basse, plus le domaine de validité 
de la loi de Dulong et Petit est étendu. Par contre, pour les corps 
où la vitesse des ondes élastiques est grande et dont le paramètre 
de réseau a est petit, la valeur de &,,,,, et donc celle de T!,, sont 
grandes, et la loi de Dulong et Petit cesse de s'appliquer dès la tem- 
pérature ordinaire (diamant). 

La formule de l'énergie de Debye est confirmée par l’expérience. 
En différentiant (41.13) on obtient la capacité calorifique 

TIT 


gs (12) | ESP). 119 
0 


On évalue l'intégrale figurant dans cette formule de façon approchée. 
Dans le tableau 4.1 on indique les valeurs de 7, calculées d’après 


Tableau 4.1 

ea K Tes K cé K Te K 

Substance | (Valeurs d'après | Substance valeurs (d’après 
érle éri- 

mentales) G1.F2) nxpérle, | 1.12) 
Al 398 402 Pb 88 73 
Cu 315 332 C (dia- 1860 _ 
Ag 215 214 mant) 


la formule (41.142) et à partir des données expérimentales de la capa- 
cité calorifique. 
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La figure 18 représente la courbe de variation de C, en fonction 
du rapport T/T,.. La courbe en trait plein est calculée d’après Debye 
[équation (41.14)], les points représentatifs sont les données expéri- 
mentales pour Pb, KCI et C (diamant). 

En assimilant les mouvements thermiques dans les corps solides 
à un ensemble d'ondes élastiques, on arrive non seulement à ré- 
soudre le problème de la capacité calorifique des corps solides, mais 


C,, cal/(molc-K) 


ge NES 
X 


# Ÿ x — Pb 


v—KCI 
2 v—C (diamant) 


0 1 2 T/Te 


Fig. 18 


à traiter aussi de nombreuses autres questions de la théorie du solide. 
Par exemple, cette conception aide à comprendre certains phénomènes 
optiques dans les corps solides. 

Les fluctuations de la densité des corps solides peuvent être 
considérées comme des zones de condensation résultant d’interfé- 
rences des ondes élastiques du mouvement thermique. En se fondant 
sur cette conception, on arrive à calculer le carré moyen des fluctua- 
tions de la densité, ainsi que l'intensité de la lumière diffusée. On 
trouve ainsi des résultats conformes aux résultats des calculs fondés 
sur les méthodes du $ 32 et aux résultats expérimentaux. On peut 
déterminer aussi le taux de dépolarisation de la lumière diffusée et 
les résultats que l’on obtient ainsi sont conformes aux données de 
l'expérience. 

On peut ainsi tirer des conclusions relatives à la composition 
spectrale de la lumière diffusée lorsque le cristal est éclairé avec une 
lumière monochromatique. 

On peut considérer la diffusion comme une diffraction de la 
lumière par des inhomogénéités « thermiques » dont il a été question 
ci-dessus. La solution de ce problème d’optique conduit à conclure 
que le long d’une direction donnée faisant un angle Ÿ avec le rayon 
incident la diffraction est provoquée par des ondes élastiques satis- 
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faisant à la condition de Bragg. Suivant une direction donnée, la 
lumière n’est diffusée que par les ondes élastiques du mouvement 
thermique pour lesquelles la direction de diffusion coïncide avec 
la direction de réflexion régulière par le plan de l’onde élastique, la 
longueur d’onde A de l'onde élastique vérifiant la condition 


2A sin &-=à, (41.45) 


où ?. cst la longueur d’onde de la lumière incidente. 

L'amplitude de cette onde élastique diffusante varie avec le temps 
proportionnellement à cos (ot + «&), où w = 2rc//A (c, est la vitesse 
de l'onde élastique, i.e. la vitesse du son). L’amplitude de l'onde 
lumineuse diffusée est proportionnelle à l’amplitude de l’onde élas- 
tique diffusante et donc proportionnelle à cos (of + æ). Si 
v = 271 V/À (V est la vitesse de la lumière dans le corps considéré) 
est la fréquence de l’onde lumineuse incidente, le champ de la lu- 
mière diffusée est proportionnel à 


cos (wé + &) cos vit = + cos [(v+ow)t+a] + + cos [(v — ©) t + al]. 
Il s'ensuit que la lumière diffusée comporte les fréquences v + o. 


En remarquant qu'en vertu de (41.15) 


2Hcy 2e! ._ Ÿ __ oc . 
A = à 2sin--—v-72sin—-, 


O = 


on arrive à la conclusion que la lumière diffusée sous un angle à 
comporte deux fréquences: 
C1 . Ÿ 
v(1+42+%sin +). 
La variation de fréquence qui résulte de la diffusion moléculaire 
est très petite; par exemple pour le quartz, la variation de fréquence 
est égale à 1 : 200 000 de sa valeur. Néanmoins, on réussit à déceler 


ce phénomène dans l'expérience, ce qui permet de confirmer les 
résultats théoriques [28]. 


$ 42. Cristaux ayant une maille élémentaire de structure compliquée 


Les conclusions exposées dans ce qui précède n’ont pu être éta- 
blies que parce qu’on a pu déterminer les vibrations propres du ré- 
seau cristallin ayant une grande longueur d’onde et des fréquences 
basses, en utilisant le modèle du corps continu et en appliquant la 
théorie de l’élasticité. On a vu qu’il en était bien ainsi dans le cas 
d'une chaîne unidimensionnelle, quoique uniquement pour des corps 
solides monoatomiques dont la maille élémentaire ne comporte qu'un 
seul atome (c'est le cas du réseau cristallin du cuivre par exemple). 
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La chaîne unidimensionnelle formée de particules identiques ne 
peut servir de modèle que pour des corps monoatomiques où on 
ne rencontre qu’une seule particule par période. 

Si on envisage des cristaux dont la maille élémentaire contient 
plusieurs particules différentes (c'est le cas de NaCI, CaCO,, etc.), 
selon Born *) les vibrations du réseau cristallin discret se distin- 
guent essentiellement à certains points de vue des vibrations du 
corps continu. 

Pour élucider cette question, considérons à nouveau un modèle 
unidimensionnel — une chaîne de particules liées par des forces 
élastiques et ayant alternativement les masses m et M (M > m). 

Soient & et n les déplacements longitudinaux des particules M 
et m. Les équations du mouvement sont analogues à (40.3) et sont de 
la forme 


MEn + % (2En — Mn — Un) = 0, 
(42.1) 
Mn T Le (274 — En — En -) = (0, 
Cherchons des solutions représentant une onde monochromatique 
progressive : 
E, = Aeïtwt-qn), mn, = Beilut-on), (42.2) 


où q — ka = 2ra/À (où a est la distance entre deux particules iden- 
tiques successives), À est la longueur d'onde. En outre 


— LP. (42.3) 
En substituant (42.2) dans les équations du mouvement (42.1), on 
obtient 
(2x — Mow°) À — x (1 + eiv) B = 0, 
(42.4) 
—%x (1 + e7i9) À + (2x — mo) B = 0; 
en éliminant À et B, on trouve 
mMo — 2x (m + M) w° + 2x° (1 — cos p) = 0, 
d'où 
r A 


©? — ni {M + m + VMi+m+192mM cos p}. (42.5) 


A chaque valeur du nombre d'onde correspondent deux fréquences 
&, et w, [puisque la racine dans (42.5) a deux signes] au lieu d’une 
(fig. 19). La fréquence w, qui correspond au signe moins devant le 
radical dans (42.5) tend vers zéro à mesure que croît la longueur 
d'onde. A cette fréquence w, correspondent des vibrations telles 
qu'avec œ petits (grands À) les masses Af et m vibrent en phase. En 


*) Voir, par exemple, Born M., Güôppert-Mayer M., andbuch der Physik, 
t. 24, p. 708, 1939. 


21—-029% 
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effet, en posant dans (42.4) @ = 0 et w = 0, on trouve À = B, 
En = Mn- Les vibrations correspondant à la branche des fréquences 
w, sont parfaitement analogues aux vibrations d’une chaîne formée 
d’atomes de masses identiques. Aux grandes longueurs d'onde À on 
peut les remplacer par les vibrations d’une tige continue. C’est la 
branche des fréquences dite de Debye. 

La fréquence w, qui correspond au signe plus devant le radical 
de (42.5) ne s’annule pas aux très grandes longueurs d'onde. Selon 
(42.4), on trouve pour ce type de vibrations que pour q = 0 (À = co) 
les masses A et m vibrent en opposition de phase, MA = — mB. 
Ce sont les vibrations relatives des 
particules dans la maille élémentaire 
qui constituent la « branche de Born» 
des fréquences propres du réseau 
cristallin. 

Born étudia de la même façon les 
vibrations propres d'un réseau cristal- 
lin spatial. 

Si la maille élémentaire d’un cris- 
tal contient s particules, on obtient 
le résultat suivant. Dans le cas géné- 
ral, on obtient 3s vibrations propres 
correspondant à une longueur d'onde 
déterminée. Par raison de symétrie, 
. certaines de ces vibrations peuvent 

Fig. 19 coïncider. Parmi ces vibrations propres, 
trois contribuent à Ja « branche de 
Debye »; leurs fréquences propres tendent vers zéro proportionnel- 
lement au nombre d'onde lorsque celui-ci tend vers zéro. Ce sont les 
fréquences d'une vibration acoustique longitudinale et de deux vi- 
brations acoustiques transversales correspondant à une longueur 
d'onde donnée. En négligeant l’anisotropie cristalline, les fréquences 
des deux vibrations transversales sont les mèmes. Les 3s — 3 fré- 
quences restantes forment 3s — 3 branches vibratoires de Born. Il 
s’agit de fréquences élevées qui ne s’annulent pas lorsque la longueur 
d'onde tend vers l'infini. A ces fréquences correspondent des vibra- 
tions provoquant un déplacement relatif important des particules 
d’une sorte par rapport aux particules des autres sortes de la maille 
élémentaire. 

L'existence d'une branche des fréquences de Born permet d'’ex- 
pliquer plusieurs phénomènes se manifestant dans les cristaux. 
De par leur ordre de grandeur, ce sont des fréquences de la région 
infrarouge des vibrations lumineuses, i.e. 101? à 101% vibrations par 
seconde. Ces vibrations peuvent être liées à une variation du moment 
électrique de la maille élémentaire, par exemple pour les cristaux 
de NaCI lorsque les ions de signes opposés de Na et Cl] subissent un 
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déplacement relatif. Dans ces cas, aux fréquences de ces vibrations 
correspondent des bandes d'absorption et de dispersion anomales dans 
le spectre optique du cristal. Ces fréquences propres de la gamme 
infrarouge du spectre portent le nom de Rest-strahlen. 

Les vibrations de Born des mouvements thermiques, ainsi que 
celles de Debye, déterminent en général les variations des propriétés 
optiques des cristaux et provoquent la diffusion moléculaire de la 
lumière. Exactement comme dans le cas examiné dans ce qui pré- 
cède, la diffusion par les ondes thermiques de Debye donne lieu 
à une variation de fréquence. On voit apparaître dans le spectre de 
la lumière diffusée les fréquences v + w, où v est la fréquence de la 
lumière incidente et © la fréquence de l’onde des vibrations de Born 
qui assure la diffusion de la lumière dans la direction considérée. 
La longueur d'onde À de cette onde élastique est donnée par (41.15). 
Comme pour les vibrations de Born la fréquence dépend très faible- 
ment de la longueur d’onde, la variation de fréquence de la lumière 
incidente que l’on observe dans la lumière diffusée est la même 
suivant toutes les directions. D'autre part, puisque pour les vibra- 
tions de Born « est très grand devant la fréquence des vibrations 
de Debye de même longueur d'onde, la variation de fréquence de la 
lumière incidente est assez importante pour pouvoir être décelée 
par les appareils spectraux ordinaires. C'est l'effet Raman ou diffusion 
combinatoire de la lumière pour les cristaux [29]. 

On doit apporter quelques corrections à la théorie de la capacité 
calorifique. Si le cristal est formé de mailles élémentaires (comportant 
chacune s particules), il possède 3sW degrés de liberté et 3sV vibra- 
tions propres dont 3 appartiennent à la branche de Debye et les 
autres à la branche de Born. On doit tenir compte de toutes les vi- 
brations propres dans l'expression de l'énergie, ce qui apporte cer- 
tains changements dans les formules (41.5) et (41.14). Notons que ces 
changements n'importent que pour la gamme des températures 
intermédiaires. Aux basses températures la loi des cubes de Debye 
(41.9) reste valable, et aux hautes températures c’est l'expression 
Darique de la capacité calorifique qui continue à s’appliquer 
27]. 

Il importe de noter que dans la théorie de la capacité calorifique 
des corps solides qui vient d'être exposée les atomes (ou les ions) 
constituant le réseau cristallin sont partout assimilés à des points. 
Par conséquent, il n’a”pas été tenu compte de l’énergie d’excitation 
des atomes et de la capacité calorifique correspondante. 

Dans les cas où les atomes peuvent exciter des transitions don- 
nant lieu’ à de petites variations d'énergie, la capacité calorifique 
correspondant à ces transitions peut jouer un rôle très important. 
C'est ce que l’on observe avec les cristaux de sulfate de gadolinium 
à la température de 2 K environ à laquelle sa capacité calorifique 
s'accroît de plusieurs centaines de fois. 


21% 
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En outre, cette théorie suppose que les atomes n’échangent pas 
leurs positions et que la structure du cristal ne change pas avec la 
température. Dans un grand nombre de cas, par exemple dans celui 
des solutions solides (laiton), à l'approche de certaines températures 
on observe de brusques accroissements de l’ordre de 1 cal/K de la 
capacité calorifique. Ces effets liés à des transitions de phase du 
second ordre ne se laissent expliquer que si on tient compte de l’éven- 
tualité d'échanges des positions occupées dans le réseau par des ato- 
mes d'espèces différentes donnant lieu à d'éventuels changements de 
Ja symétrie et de l'énergie du réseau cristallin *). 


$ 43. Le rayonnement d’équilibre et la formule de Planck 


L'application de la théorie quantique au rayonnement, autre- 
ment dit au champ électromagnétique, se fonde sur les conceptions 
suivantes. On admet que le rayonnement est régi, au même titre que 
tout autre système physique, par des lois que l’on peut mettre sous 
la forme des équations de Hamilton. La particularité du rayonne- 
ment réside en ce que c'est un système ayant un nombre infini de 
degrés de liberté. 11 a été cependant démontré plus haut (cf. $$ 20 
et 21) qu'en introduisant des coordonnées normales, on peut appli- 
quer à ce système les méthodes ordinaires de la mécanique et de la 
statistique en procédant en général comme dans le cas de systèmes 
ayant un nombre fini de degrés de liberté. Lorsqu'on applique la 
théorie quantique, on assimile le rayonnement à un champ quanti- 
fié, autrement dit on lui applique les lois de la mécanique quantique. 
Chaque vibration propre du rayonnement contenu dans une boîte 
à parois spéculaires peut être assimilée à un oscillateur. Selon la 
théorie quantique, l’énergie de l’oscillateur peut prendre les va- 
leurs 


e= + nho, (43.1) 


où «w est la fréquence propre de la vibration normale considérée. 
Dans le cas du rayonnement, on doit rejeter l'énergie au point zéro, 
ce qui revient à admettre que les niveaux énergétiques de l’oscilla 
teur sont égaux à 7Ao et non pas à Âw/2 + nhw (avec n=— 0,1,2,...). 
Si on ne rejette pas cette énergie au point zéro des vibrations pro- 
pres, l'énergie au point. zéro totale de tout le rayonnement ayant un 
nombre infini de degrés de liberté serait infinie. 

Une telle expression modifiée des niveaux d'énergie des vibra- 
tions propres du champ de rayonnement témoigne de ce que l’opéra- 
teur de Hamilton est dans ce cas différent de celui qu'on utilise pour 
un oscillateur ordinaire. On démontre en effet qu’on peut modifier 


*) La théorie générale est exposée in Landau L. D. et Lifchitz E. M., 
Physique statistique, Moscou, Mir, 1984, ch. XIV (Physique théorique, t. V). 
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l'opérateur de Hamilton de façon que la condition ci-dessus soit 
satisfaite et que cet opérateur est tel qu'en remplaçant l'opérateur 
impulsion par un nombre, on retrouve la fonction de Hamilton clas- 


sique + (p° + w°q°) de l’oscillateur. 
Ayant rejeté Àw/2, on trouve que l'énergie moyenne d'une vibra- 


* 


tion normale à la température 7 est égale à 


— ño 
L'énergie moyenne d'un rayonnement dont les fréquences sont com- 
prises dans l'intervalle (w, © + dw) est égale à 


E ,jduw = e dZ (w), (43.3) 
où dZ (w) est le nombre de vibrations normales ayant des fréquences 
appartenant à cet intervalle. En substituant dans (43.3) l'expression 


(43.2) de e et l'expression de 4Z (w) ($ 20), on obtient 


V R&S do 
Eu dO= Er ur 7 


(43.4) 


Cette formule de Planck est en bon accord avec les résultats expéri- 


mentaux. Aux basses fréquences et aux températures élevées € tend 
vers ÀT et on obtient, comme cas limite, la formule de Rayleigh- 
Jeans: 
V _ », 

Edo = oKT do. (43.5) 
Aux basses températures on peut rejeter l’unité devant le terme 
exponentiel figurant au dénominateur de (43.4). On obtient alors 
la formule de Wien qui est approximativement en accord avec l’ex- 
périence à basse température : 


V 
ac 


E,, do — ho$e-"o/ÀT do. (43.6) 
En intégrant (43.3) sur toutes les fréquences [on utilise pour cela 
(41.6)], on trouve pour la densité d'énergie totale la loi de Stefan- 
Bollzmann : 


Lee] œ 
E 1 ñ w do 
= — — — 1 | Ta 
VV | E do = ñ°c° { e"w/RT _1 =aT ? 
0 0 
où 
kin2 


CHAPITRE 5 


APPLICATION DES PRINCIPES GÉNÉRAUX DE LA THÉORIE 
QUANTIQUE DE PLUSIEURS PARTICULES. 
LES STATISTIQUES DE BOSE-EINSTEIN ET DE FERMI 


$ 44. Nature des difficultés qui déterminèrent l'élaboration 
des statistiques de Bose et de Fermi 


La mise en œuvre de la théorie quantique a permis de lever 
les difficultés qui ont surgi dans la théorie classique de la capacité 
calorifique des corps cristallins et des gaz polyatomiques. Toutefois, 
pour résoudre différentes questions et éliminer les difficultés qui sur- 
gissent, il faut pouvoir appliquer plus pleinement que nous ne l'avons 
fait au ch. 4 les principes de la théorie quantique des ensembles de 
particules. Au chapitre 4, on n’a mis à profit, en fait, que le carac- 
tère discret des valeurs possibles de l’énergic du système. 

Parmi les difficultés auxquelles s'était heurté la théorie, on n’en 
signalera que deux qui sont apparues il y a longtemps. La premiere 
difficulté apparut simultanément avec la conception du quantum 
de lumière, i.e. du photon. La situation était la suivante. Si on 
assimile le rayonnement à un gaz de photons et si on lui applique 
les principes généraux de la statistique, on n'obtient pas la formule 
de Planck de la densité spectrale du rayonnement d'équilibre. On 
le démontre, grosso modo, de la façon suivante. Ecrivons l'expression 
établie par Boltzmann pour le nombre moyen de particules ayant 
des impulsions comprises dans l'intervalle (p, p + dp) sous la forme 
suivante: 


dn = const-e-2/8p°ap. (44.1) 


Pour les photons, l'énergie e = iw et l'impulsion p = hw/c, de 
sorte que 


E = pc. (44.2) 
En portant ces valeurs dans (44.1) on trouve le nombre moyen de 
photons dans l'intervalle de fréquences (w, © + do): 
dn = const-e-h0/86°do. 


L'énergie du rayonnement d'équilibre à la température T — O/k 
correspondant à cet intervalle de fréquences est évidemment égale 
à 


E do = liw dn — const-e-1v/863%0. 
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Au lieu d'obtenir la formule de Planck, on obtient donc la formule 
de Wien qui est son cas limite lorsque w > @ et qui ne s'accorde 
avec l'expérience que dans cette gamme de fréquences et de tempéra- 
tures. Avant que Bose n'élabora sa statistique, on tenta vainement de 
lever cette difficulté à l'aide des différentes hypothèses artificielles. 

Üne autre difficulté émerge à propos de la théorie de la conducti- 
bilité électrique des métaux et concerne leur capacité calorifique. 
On sait que la conductibilité électrique des métaux est due à la pré- 
sence d'électrons dans les métaux; en première approximation, on 
peut admettre que ces électrons sont libres et que leurs interactions 
avec le réseau se réduisent à des chocs. Partant de ces conceptions, 
on a réussi à élaborer la théorie de la conductibilité des métaux et 
à établir la loi de Wiedemann-Franz sur la proportionnalité des coef- 
ficients de conductibilité électrique et thermique des métaux. Mais 
dans le cadre de la statistique classique, cette théorie conduit à des 
valeurs erronées des capacités calorifiques. En effet, selon la loi de 
l'équipartition, on doit attribuer à chaque électron du métal une 
énergie moyenne égale à (3/2) kT. Par conséquent, à l'énergie moyen- 
ne du réseau ionique égale à 3WXT, on doit ajouter l'énergie des élec- 
trons libres. 11 s'ensuit que l'énergie interne et la capacité calorifi- 
que d'un métal monovalent, où le nombre d'électrons libres est 
égal au nombre d'ions, doivent être 1.5 fois plus grandes que les 
valeurs correspondant au seul réseau. Or, cela implique que la loi 
de Dulong et Petit, qui ne tient compte que de l'énergie du réseau 
(cf. $ 18) sans tenir compte de l'énergie des électrons, ne devrait pas 
être vérifiée même aux hautes températures où cette loi est pourtant 
valable. 

Cette difficulté ne fut levée qu'en mettant en œuvre la statisti- 
que de Fermi. 


$ 45. Principes de symétrie et d’antisymétrie (principe de Pauli) 
et leur énonté en mécanique ondulatoire dans le cas simple 
de deux particules 


On a indiqué ci-dessus que même après avoir mis à profit les 
principales propositions de la mécanique quantique, de nombreuses 
contradictions et de difficultés de principe subsistèrent. Ces diffi- 
cultés ne furent levées qu'après que la théorie statistique fut corri- 
gée pour tenir compte des conceptions liées, d’une part, au « prin- 
cipe de Pauli » et, d'autre part, au « principe de symétrie ». Après 
avoir apporté les modifications requises, on se rendit compte qu’il 
était nécessaire de modifier de manière adéquate les propositions 
fondamentales de la statistique quantique. Dans le premier cas, 
qui sc manifeste, par exemple, pour les électrons, on arrive ainsi à 
la statistique de Fermi et dans d'autres cas, notamment. celui des pho- 
tons, à la statistique de Bose-Eïinstein. 
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Initialement, Pauli fut amené à introduire le principe qui porte 
son nom à propos de la structure du système périodique des éléments 
et l'énoncé initial concernait les électrons dans l'atome. Si on caracté- 
rise l’état d’un électron par des nombres quantiques déterminant 
[dans la théorie de Bohr] son orbite et son spin, le principe de Pauli 
affirme que chaque état de l'atome (défini par quatre nombres quanti- 
ques) ne peut contenir plus d'un électron. 

Les conclusions qu'on tira du principe de Pauli au sujet des 
spectres d’atomes et de molécules de structure compliquée étaient 
en bon accord avec les résultats expérimentaux. Ultérieurement, on 
généralisa le principe de Pauli et on l’appliqua à tous les systèmes 
d'électrons et de protons. Pour les autres particules. on a dû rempla- 
cer ce principe par la condition de symétrie des fonctions d'onde, qui 
en théorie de ces particules joue un rôle analogue à celui que joue 
le principe de Pauli pour les électrons. 

Commençons par l'énoncé de ces principes et par une analyse 
de leur contenu dans le cadre des concepts de la mécanique quantique. 
On notera que ni le principe de Pauli. ni le principe de la symétrie 
des fonctions d'onde ne sont des conséquences des fondements de la 
mécanique quantique, i.e. de l'équation de Schrôdinger et de l'in- 
terprétation probabiliste des fonctions d'onde ; on doit les introduire 
dans la mécanique quantique d’un grand nombre de particules iden- 
tiques en qualité de nouveaux principes supplémentaires. 

Considérons d’abord le cas le plus simple. celui d’un système 
composé de deux particules identiques en l’absence d'interactions 
mutuelles. L'état de ce système est décrit par la fonction d'onde 


y (x, Yi 21; Las Yo 22) 


qui dépend des coordonnées r,, y,, z, de la première particule et des 
coordonnées Zoe, Ye, Z9 de la deuxième particule (pour simplifier les 
développements ultérieurs, on omet le spin des particules). L'opé- 


rateur de Hamilton du système est À — À, + H,. L'équation de 
Schrôdinger pour les états stationnaires du système est de la forme 
(A, + À.) Y = EY, (45.1) 

où E est l'énergie du système de deux perse L'opérateur 
Bi= + (5 + 2 4 0 2) +U ( z;) (45.2) 

1 2m \ 0x3 TT 72 1 Has 3 ° 

ne dépend que des coordonnées de la première particule et l'opéra- 
teur AH, que des coordonnées de la deuxième particule. Les deux 


opérateurs À, et H, ont la mème forme (les particules étant identi- 
ques). 
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Pour résoudre cette équation on utilisera la méthode de la sépa- 
ration des variables. Cherchons une solution de l'équation (45.1) 
sous la forme du produit de la fonction (x, y,, ,) — œ (1) des coor- 
données de la première particule et de la fonction y (x2. y, 22) = 
— # (2) des coordonnées de la deuxième particule (1 remplace x,, y, 
z, et 2 remplace x:, Ys, 29): 


F = (1) x (2). (45.3) 


En substituant cette expression dans (45.1) on doit s'assurer qu'elle 
donne une solution de cette équation si q et y vérifient les équations 


Hg (1) = ep (1), Hex (2) = (E — e) x (2). (45.4) 


Comme les particules sont identiques, À, dépend des coordonnées 


de la première particule exactement comme FH, dépend des coordon- 
nées de la deuxième particule. La quantité € est la valeur propre 
pour la première équation et la quantité (£ — €) est la valeur pro- 
pre pour la deuxième équation. Par conséquent, les fonctions œ (1) 
et x (2) sont des solutions d’une seule et même équation de Schrüdin- 
ger écrite pour une seule particule, mais correspondant à des valeurs 
propres différentes, donc à des niveaux énergétiques différents. 
Soient e, et e, deux valeurs propres de cette équation. i.e. 


Hi (æ, y, 2) = ep (x, y, 5), (45.5) 
et soient 1, (x, y, z) et Ÿ8 (x, y. z) les fonctions propres correspon- 
dantes. On obtient alors deux (et seulement deux) solutions de l’équa- 
tion de Schrôdinger (45.1) correspondant à l'énergie £ = €, + eh 
du système. On trouve la première solution Ÿ” en posant dans (45.3) 
œp (1) = Ya (tir Yar 21) X C2) = Ÿs (Los Yar 22), E = Eu, E — E — Ep; 
elle est égale à 
WP = Va (Lis Yar 21) Pa (Los Vos 29). (45.6) 
Pour trouver la deuxième solution Ÿ”” on doit poser dans (45.3) 

P (1) = Ÿ5 (ri, Ya Z1)s X (2) = Yo (Les Yor 22), € = Ep, E — E — €, ; 
elle est égale à 
PT = y (Tir Yir 21) Va (os Yes 20). (45.7) 


La première solution correspond à l’état du système où la première 
particule se trouve dans l'état ÿ, d'énergie e, et la seconde dans 
l’état p4 d'énergie &4. La deuxième solution décrit l’état du système 

B 8 B 
où la première particule se trouve dans l'état 4 et la seconde dans 
l'état d.,. La quantité | W |“dV,dV, représente dans les deux cas, 
a q 14Vo 
conformément aux principes généraux de la mécanique ondulatoire, 
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la probabilité pour que la première particule se trouve dans le volume 
dV, — dx,dy,dz,, et la seconde dans le volume dV, — dr.dy,dz2:. 
Ainsi, pour un système formé de deux particules, nous avons le 
cas des valeurs propres « multiples » de l’énergie. A une valeur pro- 
pre de l'énergie Æ = e, + e4 correspondent deux états distincts du 
système, i.e. deux fonctions d'onde différentes: Y” et Y”. Cette 
multiplicité des valeurs propres (« dégénérescence ») est toujours 
liée à une certaine symétrie du système. Dans le cas considéré, elles 
est liée à la symétrie des particules (qui sont identiques) qui se manifes- 
te en ce que l'opérateur de Hamilton du système est symétrique 
(mème dans le cas d’une interaction mutuelle des particules), autre- 
ment dit ne change pas si on permute les coordonnées des particules. 
Comme l'équation de Schrôdinger (45.1) est linéaire et homogène, 
elle aura ainsi pour solution, correspondant à une même énergie Æ 
du système, n'importe quelle combinaison linéaire Ÿ des solutions 

Y' et Y”: 
Po CU ep = c'pa (1) pa (2) + cs (A) Va (2). (45.8) 


A chaque fonction de ce type doit correspondre un certain état du 
système. 

La situation devient tout autre si on applique le principe de Pau- 
li. Si les particules considérées sont des électrons (ou des protons, 
mais pas des photons), en vertu de ce principe ne peuvent se réaliser 
que des états du système dans lesquels on ne peut trouver deux par- 
ticules occupant le même état. Cela signifie que les états possibles 
du système ne correspondent pas à toutes les solutions de l'équation 
de Schrôdinger, mais seulement à celles qui vérifient le principe de 
Pauli. 

Tant qu'il s'agit d'un système de deux particules, il est facile 
de faire un tel choix. Parmi les fonctions d'onde (45.8) de notre sys- 
tème, on trouve la fonction 


a = Va (1) Ÿ8 (2) — Ya (2) Ÿs À), (45.9) 


qui est une fonction antisymétrique ; elle change de signe lorsqu'on 
permute les coordonnées des deux particules et elle s’annule si les 
deux particules se trouvent dans un même état. C’est pour cette 
raison qu’en mécanique ondulatoire on formule le principe de Pauli 
de la façon suivante: on pose que parmi tous les états possibles, du 
point de vue de l'équation de Schrôdinger, seuls les états représentés 
par des fonctions d'onde antisymétriques sont réalisables. Il en dé- 
coule immédiatement la formulation initiale du principe de Pauli; 
l'impossibilité pour deux électrons de se trouver dans un même état 
s'exprime par le fait que s'il en était ainsi la fonction d'onde du 
système serait nulle. 

On ne peut plus interpréter l’état « antisymétrique » d'un système 
de deux électrons, décrit par la fonction d'onde Y, (45.9) et vérifiant 
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le principe de Pauli, en disant que dans cet état le premier électron 
se trouve dans l’état ÿ, et le second dans l’état 4 (ou inversement). 
On peut dire seulement que l’un des électrons se trouve dans l’état 
a et l’autre dans l’état f. 

Notons à ce propos que la probabilité d’une position déterminée 
des électrons dans les volumes dV, et dV, est donnée par 


| W, | dV,dv.. (45.10) 


On pourrait interpréter cette quantité de la façon suivante: c'est 
la probabilité pour qu'un des électrons (et non pas un électron déter- 
miné, le premier par exemple) se trouve dans le volume dV, et l’autre 
dans le volume dV,. Dans ces conditions, on doit évidemment nor- 
maliser la probabilité de la façon suivante: 


EZ | LE I dV=1. (45.11) 


4 


L'intégrale intérieure doit alors être calculée pour x, << Z,, y, << ÿ2, 
2, < 29, l'intégrale extérieure étant prise sur toutes les valeurs pos- 
sibles de x,, y:, 5:, afin de tenir compte de tous les états possibles 
du système. 

J1 est toutefois plus commode d'interpréter (45.10) comme la 
probabilité pour que la première particule (électron) se trouve dans 
le volume dV, et la seconde dans le volume dV,, à condition d’utili- 
ser la normalisation 


| da | lYl2dV,=1, (45.19) 


lé V 


où on procède à l'intégration sur toutes les valeurs possibles des 
coordonnées des deux particules. Puisque | Y, | * est une quantité 
symétrique, les espérances mathématiques pour toutes les particu- 
les symétriques en coordonnées (ce sont les seules quantités qui ont 
une signification) seront les mèmes, quelle que soit la définition de 
la probabilité que l'on adopte. 

Il s'ensuit que la formulation quantomécanique du principe de 
Pauli implique qu'on doit renoncer à discerner les particules. On avait 
posé au départ que deux particules identiques (deux électrons par 
exemple) étaient absolument indiscernables. En conséquence, on avait 


posé que l'opérateur de Hamilton H du système était une fonction 
symétrique des coordonnées (et des spins) des particules. Si on per- 
mute les deux particules, on ne pourra pas déceler la conséquence de 
cette permutation. De ce point de vue, il est tout naturel qu'on 
renonce à individualiser les particules. On en conclut que c'est ce 
que doit faire toute théorie satisfaisante dont on pourra exiger alors 
qu'elle considère comme un seul et même état deux états qu'aucune 
expérience ne permet de discerner. 
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Parmi les fonctions (45.8) on trouve, outre la fonction antisy- 
métrique (45.9), une fonction symétrique : 


Ps = Ya (À) Ps (C2) + Ÿs (À) Ya (2), (45.13) 


qui ne change pas lorsqu'on permute les coordonnées des particules. 
Le fait d'admettre qu'un système ne peut occuper que des états 
décrits par des fonctions symétriques conduit ainsi à l'indiscernabi- 
lité des particules et à la statistique de Bose-Einstein qui s'applique 
notamment aux photons. 


$ 46. Principe de Pauli et principe de symétrie 
en mécanique ondulatoire d’un système formé 
par un grand nombre de particules identiques 


Il est facile de généraliser les considérations ci-dessus au cas 
d'un système composé de # particules. Supposons d’abord qu’on 
peut négliger les interactions mutuelles des particules et qu’on peut 
s'abstraire du spin des particules. L'opérateur de Hamilton du sys- 
tèeme est égal à 


=H+H +... +, (46.1) 


l'opérateur H, agissant sur les coordonnées de la i-ème particule. 


Tous les opérateurs H; sont identiques, mais agissent sur les fonc- 
tions des coordonnées de particules différentes. L'état du système 
est décrit par la fonction d'onde 


WW (ti Yi 21 es Tu Ynr2N) = W (1,2, ..., N), (46.2) 
qui vérifie, pour l'état stationnaire du système, l'équation 
HY = EY, (46.3) 


où E désigne l'énergie du système pour cet état. 
En utilisant comme avant la méthode de la séparation des va- 
riables, on trouve une des solutions du problème sous la forme 


Y= ve (1) 6 (2) +... Yo (W); (46.4) 


OÙ Vus Pps + - -» Ÿ sont les fonctions propres de l'équation de Schrô- 
dinger pour une seule particule, vérifiant l'équation 


Hp = ep (46.5) 


et correspondant aux valeurs propres E4, Ey, . .., E,, avec Es + 
LH eg + ... + e, = E. Les autres solutions de l'équation (46.3) 
correspondant à la même valeur de £ s'obtiennent en permutant de 
toutes les façons possibles les coordonnées des particules dans (46.4) : 
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on obtient ainsi ’ 
V = pe (2) ba (1) - . . pa (W), 
Ÿ" = pa (3) Pa (1) - - «a (N), etc. 


Si tous les états #,, Ps: - . ., Ÿ, sont différents, on trouvera NW! 
fonctions différentes, ce qui signifie que la valeur propre de E a alors 
une multiplicité égale à NW! Pour trouver la solution la plus générale, 
on doit former avec toutes ces fonctions propres une fonction linéaire 
et homogène (à coefficients arbitraires), i.e. une cxpression 


D cp). (46.6) 


En désignant par PY la fonction qui résulte de (46.4) à la suite 
d'une certaine permutation des coordonnées des particules, on peut 
écrire la solution générale (46.6) sous la forme 


2 CPPY, (46.7) 


où la somme est étendue à toutes les permutations possibles. La 
fonction Y elle-même fait partie de cette somme; pour la trouver, 
il suffit d'effectuer une « permutation identique » P — 1 (ce qui 
signifie que la fonction Y ne subit aucune modification). On doit 
également inclure cette permutation identique au nombre des per- 
mutations possibles. 

Parmi les fonctions (46.7), on trouve deux fonctions: une fonc- 
tion symétrique et une fonction antisymétrique. La fonction symé- 
trique correspond au cas où tous les cL — 1: 


Ye= 2 Py, (46.8) 


ce qui signifie qu'elle ne change pas, quelles que soient les permu- 
tations des coordonnées des particules. A la suite des permutations, 
seuls les termes de la somme changent de place. La fonction anti- 
symétrique Y , correspond au choix cL — 1 si la permutation P com- 
porte un nombre pair de transpositions (permutations de deux par- 


ticules) et c, — — 1 si P comporte un nombre impair de transpo- 
sitions. Cette fonction est de la forme 
Ya=2> (+PY), (46.9) 


où on prend avec le signe plus tous les termes correspondant à P 
pair et avec le signe moins tous les termes correspondant à P impair. 
Lorsqu'on permute les coordonnées d’une paire quelconque de par- 
ticules, la fonction Y, ne fait que changer de signe, puisque alors 
tous les termes de la somme changent de signe, vu qu'à toutes les 
permutations vient s'ajouter une transposition. 
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Dans le cas où les interactions mutuelles des particules sont ab- 
sentes et YŸ est de la forme (46.4), selon la définition du déterminant 
on peut évidemment écrire W, sous la forme suivante: 


Va (1) 81) -.. Ÿo (1) 
Va (2) Vs (2) . 4h @) . (46. 10) 


a (CN) YEN) ... Yo w) 


Si on trouve parmi les états &, B, ..., « ne serait-ce que deux états 
identiques, Y, = 0, puisque alors les termes de signes différents 
figurant dans (46.9) sont égaux deux à deux. On s’en rend compte 
en examinant (46.10) puisqu'on trouve alors dans le déterminant 
deux colonnes identiques. Par voie de conséquence, exiger que l’état 
d'un système d'électrons soit toujours décrit par des fonctions d'onde 
antisymétriques implique que soit vérifié le principe de Pauli selon 
lequel plusieurs électrons ne peuvent coexister dans un même état 
quantique. Ainsi, en mécanique quantique, le principe d’interdic- 
tion de Pauli signifie que ne sont admissibles que les fonctions d'onde 
antisymétriques. 

J1l a déjà été indiqué qu’un ensemble d'électrons est décrit par 
des fonctions antisymétriques et que le principe de Pauli s'applique 
à celles-ci. Parmi les particules élémentaires, les ensembles de pro- 
tons. de neutrons et de neutrinos obéissent également au principe de 
Pauli. Par contre, l’état d’un ensemble de photons est décrit par des 
fonctions d'onde symétriques. 

En partant de l'invariance des équations de la mécanique quanti- 
que, écrites pour les particules élémentaires, vis-à-vis des transfor- 
mations de Lorentz, Pauli démontra que le caractère symétrique ou 
antisymétrique des fonctions d'onde des ensembles de particules 
élémentaires était lié au spin des particules élémentaires. Dans le 
cas de particules possédant une masse au repos non nulle, on doit 
entendre par spin le moment cinétique d'une particule au repos. Si 
la masse au repos est nulle (photons), on entend par spin de la parti- 
cule le plus petit moment cinétique que peut présenter la particule 
considérée. [Le carré du vecteur spin est donné par l'expression 
hs (s + 1), où s est un nombre positif entier ou demi-entier caracté- 
ristique de chaque espèce des particules (on dit alors que la particule 
possède un spin entier ou demi-entier). Si la masse au repos de la 
particule est différente de zéro, pour un s donné, la projection du 
spin sur une direction donnée de z peut parcourir les valeurs s, 
S—1,..., —s, donc 2s + 1 valeurs en tout. La majorité des 
particules élémentaires — électrons, protons, neutrons, muons, neu- 
trinos et leurs antiparticules, ainsi que tous les hyperons (A, Z, &), 
possèdent un spin égal à 1/2. Les mesons x et X ont un spin égal à 0. 
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Les photons ont un spin s = 1, s, ne pouvant prendre que deux va- 
leurs s, = + 1.) 

Pauli démontra *) que pour les particules à spin demi-entier les 
fonctions d'onde étaient antisymétriques et que pour les particules 
à spin entier, les fonctions d'ondes étaient symétriques. 

Considérons maintenant un ensemble de particules dont chacune 
est formée de plusieurs particules élémentaires (par exemple l'hydro- 
gène atomique ou ungaz composé de molécules) et supposons que ces 
particules sont indivisibles. L'état du système doit alors être décrit 
par des fonctions d'onde: symétrique par rapport aux coordonnées 
des particules complexes dans le cas où chaque particule est com- 
posée d’un nombre pair de particules élémentaires vérifiant le prin- 
cipe d'interdiction de Pauli, et antisymétrique par rapport aux coor- 
données si chaque particule comporte un nombre impair de particu- 
les élémentaires. En effet, dans le premier cas, la permutation de deux 
particules équivaut à la permutation d’un nombre pair de particu- 
les élémentaires et, par suite, une fonction d'onde antisymétrique 
(par rapport à leurs coordonnées) ne doit pas être modifiée par la 
permutation de particules complexes, ce bui signifie qu'elle doit 
être symétrique par rapport aux coordonnées de ces particules com- 
plexes. Dans le second cas, la permutation des particules complexes 
équivaut à la permutation d'un nombre impair de particules élé- 
mentaires et doit donc donner lieu à un changement de signe de la 
fonction d'onde. Autrement dit, la fonction d'onde doit être une 
fonction antisymétrique des coordonnées des particules complexes. 
Pour la « statistique » des particules (i.e. pour le choix d'états sy- 
métriques ou antisymétriques), ce qui compte c'est la nature des 
particules, i.e. qu'elles soient élémentaires ou formées par un cer- 
tain nombre de particules élémentaires. Si le système comporte ces 
deux sortes de particules, la fonction d'onde du système doit être 
symétrique par rapport à la permutation des coordonnées des parti- 
cules de la première sorte et antisymétrique par rapport à la permu- 
tation des coordonnées des particules complexes. 

Imposer que la fonction d'onde soit uniquement symétrique ou 
uniquement antisymétrique revient à renoncer à individualiser les 
particules. C'est cette absence d'individualisation qui distingue la 
statistique de Fermi des fonctions d'onde antisymétriques, qui ap- 
paraît en vertu du principe d'interdiction de Pauli, et la statis- 
tique de Bose-Einstein impliquant des fonctions d'onde symétri- 
ques de la statistique classique. En statistique classique on admettait 
que les états qui s’obtiennent en permutant les particules étaient 
distincts. Ainsi, si nr, particules se trouvent dans l’état 44, n$ parti- 
cules dans l'état ÿs, etc., et n, particules dans l’état 4,, de sorte 
que na +np+...+n, = N, à ces valeurs correspondent 


*) Voir Pauli W., Phys, Rev., 1940, 58, 716 à 722. 
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N! 
tres que par la permutation des particules. Dans le cas des fonctions 
d'onde symétriques, à l’ensemble des nombres n,, ng, -.., ñry ne 
correspond qu'un seul état décrit par une fonction d'onde symétri- 
que. Dans le cas des fonctions d'onde antisymétriques, lorsqu'on 
admet non seulement l'indiscernabilité des particules mais encore 
le principe d'interdiction de Pauli, à l’ensemble des nombres 
Ras ps - +. Ru COrrespond un seul état lorsque tous les nombres 
Ras pe + + y Sont égaux soit à zéro soit à l'unité, mais si un 
des nombres n,, np, -.., nr est plus grand que l'unité (i.e. deux 
ou plusieurs particules occupent le même état), à l'ensemble de ces 
nombres ne correspond aucun état. 

Numérotons les états des différentes particules et dénotons par 
Ris los - . ., R, les nombres de particules occupant ces états. L'’en- 
semble des nombres nrj. ñr°, . . ., ny Caractérise un certain état de 
tout le système formé de N particules. Il est évident que 


» nr =N. 
Rem. 


Dénotons par Q (n,, ñ+, n3, . . .) le nombre d'états possibles du 
système correspondant aux nombres donnés n,, ñ:, n3, . . . La quan- 
tité Q (n,, ne, na. . . .) peut être appelée multiplicité de cet état 
du système en entendant par multiplicité (à la différence de l’utili- 
sation précédente de ce terme} le nombre d'états du système compati- 
bles avec le principe de symétrie ou d’antisymétrie et correspondant 
aux nombres 7,, ñ+, 3, . . . donnés. En l'absence de toute condi- 
tion de symétrie (ou d’antisymétrie), donc dans le cas de la statisti- 
que classique (à ce seul point de vue), la quantité Q représente le 
nombre total de ces états ; elle est égale à 


états différents ne se distinguant les uns des au- 


Q(ny ne, ny = NM (46.11) 


nilnolnal 
En statistique de Bose-Einstein 
Q (Ry, Pos Nas + + «) —= 1 pour tous les n,, No, Rs, + - . (46.12) 
et en statistique de Fermi 
Q (n,, Nas Nas + + .) = 1, si tous les n,; < 1, 
(46.13) 
Q (n1, Na, Nas - « +) = 0, si ne serait-ce qu'un seul n, > 1. 


Tout ce qui a été énoncé s'applique au cas où on tient compte 
des interactions mutuelles des particules. Quoiqu'on ne puisse plus 
représenter l'opérateur de Hamilton sous la forme (46.1), celui-ci 
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est encore symétrique par rapport. aux coordonnées des particules. 
1 s'ensuit qu'en prenant une solution quelconque Y de l’équation 
de Schrôdinger et en effectuant une permutation des coordonnées 
des particules, on retrouve une solution de la même équation. Par 
conséquent. les formules (46.7) à (46.9) restent en vigueur quoiqu'on 
ne puisse plus trouver les solutions particulières par la méthode de 
séparation des variables, de sorte que les formules (46.4) et (46.10) 
n'existent plus. 

Jusqu'à présent il n’a été tenu aucun compte du spin de l'élec- 
tron (et du moment magnétique qu'il détermine). Si on en tient 
compte, la formulation du principe de Pauli pour les électrons (et 
les particules à spin en général) reste la même. La fonction d'onde 
du système doit changer de signe à la suite de la permutation de 
toutes les grandeurs caractérisant deux électrons, donc à la suite de 
la permutation de leurs coordonnées et des variables déterminant 
leur spin. Dans ce cas, on doit donc caractériser l'état des particu- 
les par une fonction d'onde qui dépend non seulement des coordon- 
nées, mais encore de la « variable de spin » pouvant prendre deux 
valeurs différentes. Mais si on détermine incomplètement l'état de 
l'électron, i.e. par des fonctions d'onde ne dépendant que des coor- 
données, chaque état ainsi défini pourra Ôôtre occupé par deux élec- 
trons dont les spins ont des orientations différentes. 

Il a été déjà indiqué que la condition selon laquelle les fonctions 
doivent être symétriques ou antisymétriques ne découle nullement 
des équations de la mécanique quantique. Il importe donc de dé- 
montrer que cette condition n’est pas en contradiction avec la mé- 
canique quantique, on doit démontrer que si le système se trouve, 
à un instant donné, dans un état décrit par une fonction symétrique 
(ou antisymétrique) et si ultérieurement l'état du système varie se- 
lon les lois de la mécanique quantique, cet état sera décrit à tout 
instant par une fonction symétrique (ou antisymétrique). On dé- 
montre cette assertion de la façon suivante. 

La fonction d'onde du système obéit à l'équation de Schrôdinger 


AY=E TS, (46.14) 


l'opérateur Â étant symétrique par rapport aux coordonnées des 
particules; cet opérateur peut dépendre encore du temps dans Île 
cas d'un système non isolé. Soit Ÿ (4) la solution de cette équation ; 
posons que Ja valeur de cette solution, à l'instant £ :- O égale à 
Y (0), est une fonction antisymétrique ; en dénotant par T l'opéra- 
tion de permutation des coordonnées de deux particules quelcon- 
ques (transposition), on aura 


TY (0) = — Y (0). (46.15) 
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Considérons la fonction 
D) = TY() + Y (+). (46.16) 


En vertu de (46.15) O (0) — 0; d'autre part, comme la somme des 
deux solutions Y (t) et TY (t) de l'équation de Schrôdinger (46.14) 
égale à ® (£) est également sa solution, il s'ensuit que © (t) = 0. 
En effet, multiplions l’équation 


A h 0O 
HO = — — 
{ ot 
par la fonction conjuguée O* et l'équation conjuguée par 4. En 
additionnant et en intégrant sur toutes les valeurs des coordonnées, 


on obtient 
h 9 î LC 


où dt — dxr,dy, ... dz,. L'opérateur } étant autoconjugué, le 
second membre de l'équation est égal à zéro, de sorte que 


0 
7 | DD 40 


et par suite 
Ê 


\ D*O dt = const ; 
puisque pour { — 0 la fonction E — 0, on a 
| D*D dr = | lDI241=0, 


i.e. D — 0, quel que soit {, ou 
TY (tt) = — Y (4). 


Or cela signifie que la fonction Y reste antisymétrique, quel que 
soit &. La démonstration est la mème pour les fonctions symétriques. 


$ 47. Etats quantiques possibles d’une particule 
contenue dans un récipient 


Dans ce qui suit, on aura à appliquer la mécanique quantique 
à un gaz, i.e. à un ensemble de particules dénuées d'interactions 
mutuelles. C'est pour cette raison qu’on se propose d'examiner, 
selon la mécanique quantique, dans quels états peut se trouver une 
particule contenue dans un récipient (on posera pour simplifier, 
que c’est un cube d’arêtes de longueur ZL\, à parois imperméables. 
On réalise des parois imperméables en y établissant une « barrière 
de potentiel »; cela signifie qu'à l'intérieur du récipient l'énergie 
potentielle de la particule est égale à zéro, mais croît rapidement 
jusqu'à l'infini à mesure que la particule s'approche des parois. 


8 47] ÉTATS QUANTIQUES D'UNE PARTICULE DANS UN RECIPIENT 339 


Pour être certain que la particule ne pourra en aucun cas surmonter 
la barrière de potentiel, on pose en théorie quantique que cette 
barrière est infiniment haute. (Dans la théorie classique, il suffit 
de poser que la barrière soit suffisamment haute.) 

L'état de la particule est décrit par la fonction d'onde 1 satis- 
faisant à l'équation de Schrôdinger pour les états stationnaires. 
A l’intérieur du récipient où l'énergie potentielle est nulle, cette 
équation s'écrit 

V4 + kb = 0. (47.1) 
Le nombre d’onde k est lié à l’impulsion p de la particule et à son 
énergie e dans cet état stationnaire par les relations de de Broglie : 


2me _ 
k=E, ke. (47.2) 
Sur les parois du récipient on doit avoir les conditions aux limites 
pd = 0, (47.3) 


qui expriment l'impossibilité pour la particule de traverser les 
parois. 


On a déjà vu au $ 20 que l'équation (47.1) avec les conditions 
aux limites (47.3) a pour solution 


Ÿ = sin #,x sin k,y sin k.z, (47.4) 
qui satisfait aux conditions aux limites sur les parois, i.e. avec 
z=0,y=0,z2=0etz = L,y=L,z= L, 
à condition que 


k=E, ke, kh= Te; p, 0, 1—1, 2, 3, ... (47.5) 


En substituant (47.4) dans (47.1) on constate que (47.4) vérifie 
cette équation, à condition que 
FT 


k2= k3 + KI KE — (+) (p2+02+ 72). (47.6) 


On démontre qu’en procédant ainsi on obtient un système complet 
de solutions de l'équation (47.1). A chacune de ces solutions cor- 
respond un état possible d’une particule avec une impulsion 


fx \2,, = 
pe=(Rky= (Te) (p2+02+ 72) (47.7) 
et une énergie 
p? 
‘2m 
Pour trouver le nombre dZ (p) d'états stationnaires ayant une 


impulsion comprise entre p et p + dp, on procède comme on l'avait 
fait au $ 20 pour trouver le nombre de vibrations normales. 1] est 


22% 
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égal au nombre de points du réseau cubique spatial (l’arête de la 
maille élémentaire de ce réseau est égale à fin/L) compris dans l'es- 
pace délimité par deux sphères de rayons p et p + dp et se trouvant 
dans l'octant positif. Par suite, ce nombre est égal au rapport du 
volume de la couche sphérique au volume de la maille élémentaire 
(fin/L})S = (hn)5/V, ï.e. 

dZ (p)= anp®dp _ Vp'dp 


8(Az/L) 2x3 ? (47.8) 


où V = Z$ est le volume du récipient. En exprimant ce nombre en 
fonction de l'énergie e de la particule, on trouve 


Vms "el 12 de 
A2 ()= ms —. 


(47.8a) 


On notera que puisqu'on a utilisé l'équation d’onde scalaire 
(47.1) qui ne tient pas compte du spin de l’électron, on devra encore 
tenir compte pour les électrons de ce que les états des électrons peu- 
vent se distinguer par l'orientation du spin. Cela conduit à doubler 
le nombre d'états possibles (47.8a) puisque le spin peut avoir deux 
orientations indépendantes. On trouve alors 


2112m32 . 
re (47.9) 


En appliquant ces résultats aux photons, on doit remarquer que 
l'expression (47.8) reste valable, à condition de la multiplier par 
deux pour tenir compte d’une polarisation éventuelle des photons 
(& 20). Or, pour le photon, l'impulsion et l'énergie sont liées entre 
elles non plus par la relation (47.7) découlant de la mécanique de 
Newton, mais par la relation 


dZ (e)=BVe /2de, B— 


p=+— (47.10) 


(c est la vitesse de la lumière) découlant de la mécanique relativiste 
pour le cas de particules ayant une masse au repos nulle. Par con- 
séquent, on doit remplacer (47.9) par l'équation 


dZ (e) = et de. (47.11) 


$ 48. Application de la statistique de Bose au gaz photonique 


Afin d'illustrer les applications des considérations théoriques 
générales, on commencera par les appliquer au rayonnement. En 
utilisant le concept de photon, on assimilera le rayonnement à un 
gaz « photonique » et on se fixera pour tâche de trouver la densité 
de rayonnement e,dw contenue dans un intervalle de fréquences 
(©, © + dw) à l'équilibre thermodynamique. 
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Au $ 43 on avait considéré le rayonnement comme des ondes 
électromagnétiques; en leur appliquant la théorie quantique, on 
avait établi la formule de Planck de la densité spectrale du rayon- 
nement d'équilibre, qui est en bon accord avec les données expéri- 
mentales. D'autre part, en partant du concept de photon et en uti- 
lisant la formule classique de Maxwell-Boltzmann donnant le nombre 
moyen de particules ayant une certaine énergie, on est arrivé à la 
formule incorrecte de Wien de la densité du rayonnement d'’équili- 
bre. On a déjà signalé que cette difficulté ne peut être levée qu’en 
faisant appel à la statistique de Bose-Einstein; l'application de 
cette statistique aux photons a permis d'arriver à la formule correcte 
de Planck de la densité du rayonnement d'équilibre. 

On en arrive à conclure que la conception selon laquelle le rayon- 
nement consiste en des ondes quantifiées, et la conception selon 
laquelle le rayonnement peut être assimilé à un gaz de photons 
vérifiant le principe de symétrie de la statistique de Bose-Einstein, 
sont parfaitement équivalentes dans le problème considéré de l’équi- 
libre. On notera que l’équivalence de ces deux conceptions appli- 
quée ici à un cas particulier est un principe général de la théorie 
quantique de la lumière. 

Si on se replace dans le cadre historique, on doit reconnaître que 
la statistique de Bose fut élaborée à l’occasion du problème du rayon- 
nement d’équilibre que l’on cherchait à traiter sur la base du concept 
des photons à une époque où ni les principes généraux de la mécani- 
que quantique de plusieurs corps ni le principe de Pauli n'avaient 
encore été clairement formulés. 

Soit un rayonnement, i.e. un ensemble de photons, contenu dans 
une enceinte fermée à parois parfaitement réfléchissantes. Considé- 
rons les photons comme des particules d'énergie g = äw et d’'im- 
pulsions p = fiw/c (cf. $ 44). Le nombre d'états quantiques possi- 
bles pour un photon ayant une énergie comprise entre e et € + de 
ou, ce qui revient au même, ayant une fréquence comprise entre 
ow et © + do, est égal, selon (47.11), à 

dz = Ve de _ Vo do (48.1) 


nos n° ‘ 


En dénotant par n = n (e) le nombre moyen de photons se trouvant 
dans un état déterminé d'énergie e, l'énergie de ces photons est 
égale à 

en = RON. (48.2) 


Par conséquent, l'énergie contenue dans l'intervalle des fréquences 
(©, © + du) est égale à en dZ, et sa densité à 


n D 03 
en dZ ___hino do (48.3) 


e,, duo = = ———— 
w Y nes 
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Le problème consiste donc à trouver le nombre moyen r (e) de par- 
ticules ou encore, vu que les niveaux d'énergie de la particule (du 
photon) sont discrets, à trouver le nombre moyen n, = n (e,) de 
particules se trouvant dans un état d’énergie ex. 

Pour résoudre ce problème, on doit supposer que notre enceinte 
renfermant le rayonnement est placée dans un thermostat. Dans 
ces conditions, la probabilité d'un état du rayonnement caractérisé 


par les nombres n,, ñn,, ns, . . . de particules se trouvant dans tous 
les états possibles, est donnée par l'expression canonique 
W (ny, Po, Nas ...) = eûW-E)/60, (48.4) 
l'énergie du système étant égale à 
E= D ne. 


Puisqu’on adopte ici la statistique de Bose, à chaque ensemble 
des nombres n,, n:, A3, . .. Correspond un seul état possible du 
système: 

Q (nr, Nos Nas +) = À. 


On peut donc écrire la probabilité d’un état sous la forme 
V— NE — 90 — NE — ee « 
W (ns, na nu …)= exp { ME PaRe Pate}, (48.5) 


Dans le cas des photons, la condition de constance du nombre 
SV 


2 n, = N de particules n'est pas valable puisque les photons 
peuvent naître et disparaître (lors de l'émission et de l'absorption 
de la lumière) et que rien ne limite leur nombre total. Ainsi, dans 
ce cas, les nombres n,, n:, ns, . . . sont des variables indépendantes 
déterminant l’état du système. L'expression (48.5) montre encore 
que la probabilité d’un état se présente sous la forme d’un produit 
de facteurs de la forme const -e7°x"./9, Cela signifie que les varia- 
bles r, sont des quantités statistiquement indépendantes. La probabi- 
lité de ce que chaque nr, (n, = 0, 1, 2, . . .) ait une valeur détermi- 
née est donnée par l'expression 


Cie”"aen/e) (48.6) 


où C, est un facteur de normalisation défini par l'équation 
Cy 21 entre 1, (48.7) 
n=s0 


Il s'ensuit qu'on peut trouver les nombres moyens de particules 
se trouvant dans différents états du système indépendamment les 
uns des autres. 
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Le nombre moyen de ces particules dans le k-ième état est égal à 


00 O0 ©œ 
— _ [S) n;, 61/0 | _ 61-1 
Nr = Ch > nre PRER/S — > nue "h°h [ À eT "RERO? 
ny 0 n,=0 np =0 


En dénotant exp(—e,/@) par g; (4. <1), on a 
m= D rl » ga]! (48.8) 
n,=0 n7, 0 
Cette expression est de même forme que celle qui avait été obtenue 
dans le $ 37. En dénotant D A par z, on obtient comme il est 
n,=0 


facile de voir de (48.8) 


— In z 
Nr = R ELTS e 
Mais 
o0 
5 = TR = 
= À Tu? 


après avoir calculé le logarithme et effectué la différentiation, on 
obtient 


EE CEE 1 
= = (48.9) 


ou, en reprenant les notations initiales, 


1 … 1 
81  ehu/6 _ 4 


n=n(e) = (48.10) 
En substituant cette expression dans (48.3) on retrouve la formule 
de Planck: 

fo do 


Dr TTL ETES 


$ 49. Statistique de Fermi appliquée au cas d’un gaz « dégénéré » 


Soit un ensemble de N électrons contenus dans un récipient. 
On suppose que ses parois constituent pour les électrons une bar- 
rière de potentiel infiniment haute ($ 47) qui s'oppose absolument 
à la sortie des électrons. On néglige les interactions mutuelles des 
électrons. C’est ainsi qu'on envisage en première approximation 
le comportement des électrons dans un métal. On commencera par 
le cas des très basses températures où il est facile de trouver toutes 
les grandeurs essentielles. 
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On définit l’état du système en indiquant les nombres n,, 
Nos A3, -. . de particules se trouvant dans des états d'énergies 
&ys Eos Es - - - À chaque ensemble des nombres n,, no, lg, . .. 
dans lequel tous les 7, sont soit égaux à zéro, soit à l’unité, corres- 
pond un état (antisymétrique) du système. En vertu du principe de 
Pauli, il ne peut y avoir d'état pour lequel l’un des nombres nr; 
serait plus grand que l'unité. 

Si on place le système dans un thermostat, la probabilité de 
l'état du système correspondant à des valeurs déterminées de n,, ñn2, 
Rs, -.. est donnée par l'expression canonique 


W (ñ4, Nos Nas ...) = W-EV8Q (n,, na, Na, ...), (49.1) 


où Q (n1, n°, ñn3, . . .) est la multiplicité de l’état. Dans le cas con- 
sidéré, conformément à ce qui a été dit au $ 46, Q = 1 si tous les 
nr & 1 et Q — 0 si on trouve ne serait-ce qu'un seul n, > 1. Puis- 
qu’on néglige les interactions mutuelles des particules, l'énergie E 
du système est égale à la somme des énergies de toutes 
les particules : 


E= D ne : 


d’autre part, on a évidemment 


S'm=N. 


Il résulte de (49.1) qu'à très basse température ©, c’est l'état 
ayant la plus petite énergie possible qui possède une probabilité 
notable (proche de l'unité); la probabilité de tout autre état est 
très petite. L'’intervalle de température où cela peut se produire est 
appelé région de « dégénérescence » du gaz. En vertu du principe d’in- 
terdiction de Pauli, la plus petite valeur possible de l'énergie £, 
est positive et non pas nulle, comme le veut la théorie classique. 
L'état compatible avec l'interdiction de Pauli et ayant une énergie 
minimale s'obtient évidemment lorsque #7, = 1 pour les V niveaux 
d'énergies inférieurs de la particule, autrement dit lorsque les élec- 
trons occupent les V niveaux d'énergie les plus bas. Cette énergie 
minimale £, (on l'appelle énergie au point zéro) est facile à trouver. 

Le nombre d'états de l’électron (i.e. le nombre de niveaux) ayant 
une énergie comprise entre € et e + de est égal, selon (47.9), à 


dZ (e) = VBe°de, 


où B = 2!/?m3/?/x°h3. Dans chacun des À états inférieurs on trouve 
un électron. Par conséquent 


N 6o 
E,= D & = \eaz (e)=< BVtÉ"?, (49.2) 
Ru | 0 
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où &, est l'é énergie du plus haut niveau occupé. D'autre part, le 
nombre de niveaux occupés est égal au nombre total d'électrons, 
de sorte que 


Lo 
N= | dZ(e)=<Bvti"?. (49.3) 
d 
En y substituant la valeur de B il vient 
3V 213 LS 2/3 
b= (sr) = (ar). (49.4) 


Ce résultat montre que &, est défini par la masse m» de l’électron et 
la concentration V/V du gaz. 
En divisant (49.2) par (49.3) on trouve (compte tenu du spin) 


EN ta __ 3R2N 2/3 
E=—— — 40m (3x 2— +) . (49.5) 


A la différence du cas classique où E = (3/2) NO, on voit qu'en 
statistique de Fermi à mesure que la température baisse, l'énergie 
moyenne £ tend vers la valeur £, qui ne dépend que de la concen- 
tration du gaz. On démontre ($ 51) que cette évolution de l'énergie 
vers une valeur limite est assez rapide et dès qu'on pénètre dans la 
région de dégénérescence, la capacité calorifique C, = dE/0T tend 
vers zéro. (De toute évidence, ce dernier résultat ne découle pas de 
l’évolution de l' énergie vers une valeur constante, puisque si £, par 
exemple, était égal à Æ, + const-T, C, serait différent de zéro.) 

Cherchons à faire une ‘estimation grossière de la limite supérieure 
de la région des températures correspondant à la dégénérescence du 
gaz. Pour que la dégénérescence ait lieu, il faut que la probabilité 
du tout état d'énergie Æ, différent de l'état d'énergie minimale, 
soit évanescente devant la probabilité de ce dernier état, i.e. 


aY-Ee 5 P-E11e, 


ou 
EE >> 1. (49.6) 


On peut prendre pour état d'énergie Æ, un état pour lequel l’un des 
niveaux occupés est libéré et l'électron qui l’occupait acquiert une 
énergie plus grande que l’énergie &, du dernier niveau occupé. Dans 
ce cas, l'énergie Æ, est évidemment de l'ordre de E, + &,. En cas 
de dégénérescence, on doit avoir la condition &,/8 S 1 ou, compte 
tenu de (49.4), 


2e (st) a ()">s un 
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Ainsi la région de dégénérescence s'étend jusqu’à des températu- 
res plus hautes si la masse des particules est petite (cas de l’électron) 
et si la concentration W/V est grande. Dans le cas du gaz électroni- 
que dans un métal, où la concentration W/V est très grande (en- 
viron un électron par ion du réseau), la dégénérescence a lieu jus- 
qu'aux températures égales à plusieurs dizaines de milliers de kel- 
vins, en tout cas jusqu'aux températures où le métal est un corps 
solide. Ce résultat lève la principale difficulté de la théorie des 
métaux qui réside en ce que la capacité calorifique des métaux est 
égale à 6 cal/(mole-K), donc à la capacité calorifique du réseau cris- 
tallin, les électrons n’y contribuant pratiquement pas. En effet, 
dans les métaux, le gaz électronique étant dégénéré, sa capacité ca- 
lorifique est alors très petite (devant celle définie par le réseau). 
Cette conclusion reste valable sans aucune modification essentielle 
dans la théorie plus élaborée tenant compte de l'interaction des 
électrons avec les ions du réseau cristallin du métal. 

Dans le cas de gaz ordinaires (composés. d’atomes ou de molécu- 
les satisfaisant à la statistique de Fermi), par suite de leurs faibles 
concentrations et des grandes masses des molécules, la condition 
de dégénérescence est loin d’être satisfaite, jusqu'aux températures 
de liquéfaction des gaz. Dans ce cas, on se trouve en présence de 
concentration et de températures tellement élevées que la statisti- 
que de Fermi conduit aux mêmes résultats que la statistique classi- 
que ($ 51). Il s'ensuit que dans le cas des gaz ordinaires où il n’est 
question que de l'énergie des mouvements de translation de leurs 
particules, on peut utiliser la statistique classique. 

Calculons encore la pression du gaz électronique dégénéré. Il 
faut trouver d’abord son énergie libre Ÿ. Pour la dégénérescence 
etb-E0/9) Z {, ce qui permet de poser 


YW=E,. (49.8) 
Or, en vertu de (49.5), Æ, est proportionnel à V-*?"$ et par suite 
W=E, = const-V*/, | (49.9) 
En utilisant l’expression générale de la pression, on trouve 
p= — ss = 2 const.V-5/3, 
ou après division par £,;, 
PV=È Es (49.10) 


On voit que la pression est liée à l'énergie par une relation en tout 
point semblable à celle de la théorie classique des gaz ordinaires 
(quoique la dépendance de £, avec la température et la concentra- 
tion soit tout autre). Ce résultat ne doit pas nous étonner puisque 
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cette relation pour les gaz parfaits avait été établie en s'appuyant 
sur les principes les plus généraux (théorème des impulsions, équi- 
probabilité de toutes les directions des vitesses des particules), 
de sorte que sa forme ne doit pas changer du fait de l’application 
du principe de Pauli. 


$ 50. Paramagnétisme du gaz électronique et propriétés 
paramagnétiques des métaux alcalins 


Selon la théorie classique du paramagnétisme des gaz, due à 
Langevin *), la susceptibilité magnétique varie en raison inverse 
de la température absolue. Or, pour différents métaux, dont les 
métaux alcalins, on a décelé par l'expérience des propriétés para- 
magnétiques, la susceptibilité magnétique de ces métaux étant in- 
dépendante de la température dans de larges limites. 

C'est Pauli qui expliqua ces résultats en 1927. Il supposa que 
dans ces cas le paramagnétisme serait déterminé non pas par les 
moments magnétiques des ions des réseaux, mais par les moments 
magnétiques liés au spin des électrons de conduction, ce qui revient 
à dire qu'il s’agit là du magnétisme du gaz électronique. L'explica- 
tion de l'indépendance des propriétés paramagnétiques avec la tem- 
pérature se fonde sur l’idée qu’on peut considérer le gaz électronique 
comme un gaz dégénéré de Fermi. 

Calculons la susceptibilité magnétique d'un gaz électronique 
dégénéré. L'énergie d’un électron soumis à l’action d'un champ ma- 
gnétique se compose de son énergie cinétique et de son énergie ma- 
gnétique dont la valeur dépend de l'orientation du spin de l’électron 
par rapport au champ magnétique. Le spin de l'électron peut être 
orienté soit suivant le champ, soit à l'encontre du champ. Le mo- 
ment magnétique de l’électron est égal au « magnéton de Bohr », i.e. 

TE (50.1) 
où eest la charge de l’électron et c la vitesse de la lumière. L'énergie 
que possède le moment magnétique u dans un champ magnétique 
d'intensité H est égale à — (uH), i.e. est égale dans notre cas à 
Fu. L'énergie totale de l’électron est égale à 


£ —= € = LT, (50.2) 


où € est son énergie cinétique. Le nombre d'états d’un électron, 
ayant une énergie cinétique comprise entre € et € + dE et un spin 
d’une orientation donnée dZ, (€), est égal à la moitié de l'expression 
de dZ (€) définie par la formule (47.9): 


dZ, (6) = BV Ed, 


*) Voir, par exemple, Abraham-Becker, Theorie der Elektrizitat, Band II. 
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d'où 
Z, (6 =+ BV €, (50.3) 
où, selon (47.9) 
21/2m3/? 
B— ns 


A la dégénérescence, l'énergie du système prend la plus petite 
valeur possible. Si tous les niveaux d'énergie correspondant à l’orien- 
tation du spin suivant le champ et à une énergie cinétique de l'élec- 
tron inférieure à &. sont occupés, de même que sont occupés tous les 
niveaux correspondant à l’orientation opposée du spin et à une éner- 
gie inférieure à &-, l'énergie du système est égale à 


Le t- 
E= | (e—uH)42,(9+ | (C+uH)4Z.(6. (50.4) 
0 0 


Le nombre total de niveaux occupés est éral au nombre d'électrons: 
Za (6+) + 21 (67) = N. (50.5) 


On doit déterminer les valeurs de &, et &- pour lesquelles Æ 
est minimal pour V donné. Différentions (50.4) et (50.5) par rap- 
port à &. et &-; additionnons la dérivée de (50.4) avec le produit 
de la dérivée de (50.5) par le facteur indéterminé de Lagrange — 6. En 
égalant cette somme à zéro, il vient 


bg =0, bg =0, (50.6) 
ou 
(C+— A) Z; (L+) — 62; (G+) = 0, 
(_+uA) Z;(6)—E6Z; (6) =0, 
d'où 
+=C+uA, E=t-u, (50.7) 
t se déduisant de la condition (50.5), à savoir: ; 
Z C++ 2 (C—uH)=N. (50.8) 


La projection du moment magnétique du gaz électronique sur 
la direction du champ est égale à: 


M=p1[Z:(6+)—2: (6-)]- (50.9) 


Le premier terme entre parenthèses représente le nombre d'électrons 
à spin orienté parallèlement au champ, tandis que le second terme 
représente le nombre d'électrons dont le spin est antiparallèle au 
champ. Compte tenu de (50.7), on obtient 


M = p {Zi (G+ UAH) — 2 (6 — pA))}. (50.10) 
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Si le champ magnétique est faible, 1} est petit devant & et on 
peut alors ne garder que les termes du premier degré en X. Cela 
signifie qu'on se trouve dans le domaine où la perméabilité est 
constante, et comme il s’agit d’un paramagnétique, cette situation 
subsiste jusqu'aux champs les plus forts qu’on sache produire. 
En développant Z, (6 + uA) figurant dans (50.8) et (50.10) en 
une série de puissances de À et en ne gardant que les termes du pre- 
mier ordre, on a 


2Z (D =N, (50.11) 
M = 2u°HZ; (4). (50.12) 


Comme Z,(£) = const-£%*, on a Z; (6) =; 20, Compte tenu 
de ce résultat, après avoir éliminé Z; (£) de (50.12), on obtient 


Xparam = jy 2V (50.13) 


D'après (50.11) la quantité & coïncide (dans l'approximation 
utilisée) avec l'énergie du dernier niveau occupé qu'on avait notée 
6, dans le $ 49. On écrira donc 


C= to (Bn2 Ni)", (50.14) 
où V,= N/V, de sorte que 


3y3u2mN 1/5 
Xparam et — xp (50.15) 


On a trouvé ainsi une susceptibilité indépendante de la température 
dans tout l'intervalle de température observable. 

Dans le calcul qui vient d'être effectué il n’a été tenu compte 
que du spin de l’électron et on a négligé l’influence qu'exerce le 
champ magnétique sur la trajectoire de l'électron. L. D. Landau en 
a tenu compte dans le cadre de la théorie quantique *) et en a conclu 


*) Pour expliquer le diamagnétisme, il est nécessaire de faire appel à la 
théorie quantique. La théorie classique est incapable de donner une explication 
conséquente des phénomènes magnétiques résultant du mouvement des charges 
électriques. Sous une forme générale, cela fut démontré par Lorentz et Van 
Lôüwen et avant eux, par Bobr, dans une thèse qui ne fut pas publiée (voir, par 
exemple, Bloch F., Molekulartheorie der Magnetismus, Leipzig, 1934). La théorie 
classique qui fournit, grosso modo, une explication correcte du paramagnétisme, 
se fonde sur l’idée de dipôles magnétiques préezistant dans les molécules. Pour 
expliquer l'apparition de ces moments magnétiques par le mouvement des charges 
électriques, il fallut faire appel à la théorie quantique. 
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que c’est la perturbation de la trajectoire qui détermine l’apparition 
d'un moment diamagnétique proportionnel au champ. Ce moment 
(ainsi que la susceptibilité correspondante Yuiam) à le signe opposé 
au signe du moment calculé par Pauli et trois fois plus petit que ce 
dernier 


1 
Xdiam— — 3 Xparam- (50.16) 
La susceptibilité totale du gaz électronique est donc égale à 
2u?mN 1/3 
X = Xparam + Xdiem = PTE ES . (50.17) 


Dans le cas des métaux alcalins, le nombre d'électrons libres est 
égal au nombre d'ions (cas des métaux monovalents). Les valeurs 
théoriques de la susceptibilité des métaux alcalins et les valeurs 
expérimentales sont indiquées dans le tableau 5.1. 


Tableau 5.1 
Subs- a expé- X (calculée Subs- % (expé- pa calculée 
d’ à , 
tance ns (80.17) tance rim.) 1(80 175) 
Na 5,8-10-7| 4,38.1077 Rb 0,6 3,26 
K 5,1 3,4 Cs —0,5 3,02 


On voit que pour Na et K l’accord entre théorie et expérience 
est satisfaisant. Les écarts que l’on constate pour Rb et Cs sont 
dus à ce qu'il n’a pas été tenu compte dans les calculs du moment 
diamagnétique des ions, qui est déjà notable pour les grands ions 
des métaux lourds. 


$ 51. La statistique de Fermi. Cas général 


Considérons maintenant un gaz qui satisfait à la statistique de 
Fermi dans le cas général et non seulement aux basses températures 
où il devient « dégénéré ». On reprend ici le modèle de gaz déjà uti- 
lisé et on négligera les interactions mutuelles des particules. Il s’agit 
d'établir pour ce modèle des relations valables à toutes les tempéra- 
tures. 

L'état du système est complètement défini dès qu’on indique 
les nombres n,, ñ:, Rs, . . . de particules se trouvant dans des états 
ayant les énergies e,, e&,, es, . . . Selon (49.1), la probabilité de cet 
état est égale à 


W (n, Ro, Na, + + +) = T-ENOQ (n,, no, Ra, + - .), 
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où Q = 1 si tous les nr, < 1, et Q = 0 si ne serait-ce qu'un seul 
n, > 1; E — ÿ nLe, est l'énergie du système. 


Comme d’ habitude, l'énergie libre Ÿ se déduit de la condition 
de normalisation des probabilités et peut s'exprimer par la somme 
statistique Z: 


e-Ye=Z= NY, e-Ele— > exp { —atrtet), 
Pit Pas oo Pi, Nas ce 


(51.1) 


Le nombre moyen de particules se trouvant dans un certain état, 
le premier par exemple, est égal à 


ru = Y» ni EXP EE et (51.2) 


TU PP .. 


Dans (51.2) ainsi que dans (51.1) on doit sommer sur tous les états 
possibles du système, i.e. sur tous les états pour lesquels tous les 


n, ont la valeur 0 ou 1. Il s'ensuit que 0 n,< 1. D'autre part, 
comme le nombre totale de particules est constant, i.e. 


2 rm =N, (51.3) 


lors de la sommation on ne doit prendre que les ensembles de nombres 
js los Ag, - . - Satisfaisant à cette condition. 

On notera que le calcul du nombre moyen n, de particules se 
ramène au calcul de la somme statistique Z. En effet, si on pose 
qu = e"**/®, on obtient 


— 1 
Z = Y» g91qr... U=T Y» nigrigns ...; 


io Ts Ni, Pgo © 
mais 
0Z : 
8m — D) mgm-igm, 
Niro Nes » 
et par suite 
4 0Z dlnZ r 
Ni = Z FA = ÿ1 dgq: (51.4) 


Par conséquent, il suffit de calculer la somme statistique. Connais- 
sant cette dernière, on peut toujours calculer l'énergie libre W — 
= — 6 1n Z' et donc toutes les grandeurs thermodynamiques. 

Le calcul de Z se heurte à une difficulté mathématique liée à 
ce qu'on doit tenir compte de la condition de constance du nombre 
de particules (51.3) dans le calcul de la somme. Pour lever cette 
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difficulté on procède de la façon suivante. Notant comme d'habitude 
Êom la quantité qui est égale à l’unité lorsque m = 0 et à zéro lors- 
que m #0 (m est un nombre entier), on peut évidemment écrire 
Z sous la forme 
La sommation est maintenant étendue à tous les 7, = 0, 1 possibles 
sans tenir compte de (51.3) puisque tous les termes qui ne vérifient 
pas cette condition sont nuls, vu que pour ces termes Go, En,-N = 0. 
On peut écrire la quantité ô,, sous la forme d'une expression 
analytique déterminée. Il est facile de s'assurer par l'intégration 
simple que 
27 
1 | i 1, m=0, 
— eimo do = ô = 


on a alors 
27 


1 
do, Sn -n = 2x | exp {i (2 rx —N) p} dv. 
0 
En portant cette expression dans la formule de Z on a 


Z= À» do, SNA. = 


Ni, Ne, CE 


2x 
= 7 D) gugm.. | eimeir:9 ... 7 1N9 do. 
0 


LU ge ... 


En intervertissant l’ordre d'intégration et de sommation et en som- 
mant sur toutes les valeurs de nr, = 0, 1 (comme il s’agit ici d'une 
sommation sur des x différents, chaque sommation doit être indé- 
pendante des autres), on obtient 


27 
ee | e=iNo D grelriPqgmeirsaP .…. dp = 
0 Tito Pgo oo 
; 27 
= | e-iNo Il >», qure Th? dp = 


+ |e-ivoe I] (1+ quei) do. 
0 k 
Mais comme 


[TG + quete) = exp [3 In (1+ quete)|, 
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on peut écrire Z sous la forme 
2x 


z= + { exp{ —iNp+ X In (1+ queis)} do. (51.5) 
0 k 


La valeur de Z qui nous intéresse est celle qui correspond au 
cas où le nombre total N de particules du système est très grand, 
mais la concentration V/V garde une valeur finie. Il suffit donc de 
calculer la valeur approchée, asymptotique pour N grand, de l'in- 
tégrale (51.5). Remarquons que si la concentration V/V est fixée, 


la somme Ÿ In (4 + queiv) croît proportionnellement à AV. Cela 
k 


tient à ce que les niveaux d'énergie e, figurant dans l'expression 
k =e “x dépendent des dimensions du récipient V = LS [cf. 
formule GT. 7)} et de ce fait, pour une concentration V/V donnée, 
la somme 2 2 S In (1 + ques) dépend de NW. 


Pour établir la forme de cette dépendance, remplaçons en appro- 
ximation la somme par l'intégrale: 


D'In({+e”"a/8+i9) — | In (1+e-e/8+18) dz (e), 

k 0 
où dz (e) est le nombre d'états quantiques d’une particule dont 
l'énergie est comprise entre e et e + de. En l’absence de tout champ 
extérieur, on a, selon (47.9). dz — BVe'/“de, de sorte que cette 
somme est égale à 


BV 


ot ÿ 


In ({+e-t/8+iv) el/2 de — NB \ In ({+e-e/8+iv) e1/2 de. 
Û 


Lorsque la concentration est fixée, la somme considérée est bien 
proportionnelle à N. Il est facile de s'assurer que cette proportion- 
nalité se conserve en présence d’un champ extérieur. 
Ainsi, Z est de la forme 
. 27 


= \ eNx() do, (51.6) 


0 


où 
w(g)= —ip++ D In (1+ quete). 
R 


Lorsque la concentration est donnée, c’est une fonction indépendante 
de N. On peut appliquer à l'intégrale (51.6) le théorème des valeurs 
asymptotiques de l'intégrale, dont la démonstration sera donnée 
à la fin de ce paragraphe. Selon ce théorème, asymptotiquement 


23—0297 
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pour N—+ oo la quantité 
In Z = Nw (v,) 


aux termes près dont le rapport à la quantité ci-dessus tend vers 
zéro lorsque W croît. @, est la racine de l'équation w’(,) = 0, 
i.e. de l'équation 


=—i{1—+ _aneite 51. 
(Do) {1 r >: ER = = 0, (51.6a) 


ou de l'équation 


2 
Y ATEN N=0, (51.7) 


où ip =6/©. Cette équation a l'unique solution réelle &. En effet, 
puisque e,>0, lorsque £ —>— 00 


1 
D En 4 7 i 


et lorsque Ë —> + co 


1 
D ACL —N—+ oo ; 
k 


la dérivée de son premier membre par rapport à £ égale à 


e À (e -5)/6 a 
Le +1) 
est toujours positive. On obtient ainsi 


In Z = Nw (op) = Niw (5)=- ({+et-ex)8), (51.8) 


k 
G doit être déduit de la condition (51.7). 


Le nombre moyen de particules se trouvant dans le k-ième état se 
déduit de la formule (51.4): #7 = 4n DEA On doit dériverien q, en 


remarquant que Ë dépend aussi de qg,. On trouve 


— __ oômZz du oW ôt 
SL 0qk = Non {( 0h }econse + d& a) ° 


Mais, comme en vertu de (51.6a) 


où 0Po i0 
on obtient 
— __. inZz ow __ qre —t/6 1 | 
lp = 9h EJ ( 0qk const = que 841 — een 8 4 . (51.9) 


C’est l’expression de la « distribution de Fermi » qui tient compte 
du principe de Pauli et qui se substitue à la distribution classique 
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de Maxwell-Boltzmann. La formule (51.7) exprime évidemment la 
condition 


> n = N. 
k 
L'énergie libre du gaz considéré est égale à 
= —6inZ=#V [+ D In {1 Here). (51.10) 
k 


Pour une concentration donnée, elle est proportionnelle au nombre N 
de particules, sans qu'il soit nécessaire d’ajouter à —6 In Z des 
termes dépendant de W, comme on a été obligé de le faire en théorie 
classique ($ 13) pour que cette proportionnalité à V ait lieu [30]. 

L'expression (51.10) permet de mettre en évidence la signification 
termodynamique de la quantité &, qui étant la racine de l’équation 
(51.7) dépend de la température et de la concentration électroni- 
que V/V. En dérivant W par rapport à V pour V (volume)et © cons- 
tants (ce qui implique une concentration variable), on obtient 

oy dÙ ot 1 
SN =S+NSS : LUC . 
En vertu de (51.7). les deux derniers termes s'éliminent et on trouve 
que 
q - 
CRE (51.11) 
i.e. € est le potentiel chimique des électrons. 

Les hypothèses faites pour établir la formule (51.9) de la distri- 
bution de Fermi montrent que la relation (51.11) est toujours valable 
si l'énergie du système se compose additivement des énergies des 
particules séparées, i.e. lorsqu'on néglige les interactions mutuelles 
des particules. La présence d’un champ extérieur n’affecte pas le 
résultat. [I] s'ensuit que cette expression est valable avec les m°mes 
hypothèses que celles qui ont été faites pour établir l’expression de 
Maxwell-Boltzmann. Selon (51.9), le nombre moyen de particules se 
trouvant dans un certain état d'énergie & est égal à 

. — 1 
FT 64 ? 


tandis que l’expression classique (ne tenant pas compte du principe 
de Pauli) de #7 s'écrit, dans le cas de niveaux d'énergie discrets, sous 
la forme 
n=const-e-2/8 — e&-eye, (51.12) 
en désignant la constante par et/®. 
Pour les grandes valeurs de l'énergie e 5 € (on peut alors négliger 
l'unité devant la fonction exponentielle figurant au dénominateur 
de (51.9)), les lois de distribution (51.9) et (51.12) représentées sur la 


23* 
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figure 20 sont sensiblement les mêmes (courbes 2 à droite). Mais 
pour les petites valeurs de e ces lois sont essentiellement différentes 
(courbes 2 à gauche). la différence entre ces lois étant d'autant plus 
grande que la température @ est plus basse (courbes 7). A la dégéné- 
rescence, i.e. pour @ suffisamment petit, la statistique de Fermi 
se traduit par une courbe en marche rectangulaire : 


n=1Â1 pour et, n—=0 pour & > t. 
A plus haute température (6.,) le raccordement entre la partie de la 
courbe qui est sensiblement parallèle à l’axe d’abscisses et la courbe 


de décroissance exponentielle se produit pour la valeur de e = Ë 
puisque pour & << & l'expression 


n exponentielle fisurant au déno- 
l —— (51.9) minateur est plus petite que 
——— (51.12) l'unité et tend vers zéro lorsque 


e diminue. Lorsque e devient 

plus grand que & et continue 

à croître, la fonction exponen- 

tielle devient rapidement plus 

grande que l'unité, ce qui per- 

met de remplacer le dénomina- 

é,6, € teur pare(e-6)/6, À basse tem- 

pérature (@,) ce passage se fait 

Fig. 20 très brusquement et pour 6 —0 

la courbe se réduit à la courbe 

en marche (région de dégénérescence). Ce resultat montre que la 

plus grande énergie &, des niveaux occupés à la dégénérescence, 

qui a été introduite au $ 49, est égale à la valeur de & pour 6 = 0: 
Co = & (0). 

On peut démontrer qu'à très haute température & devient négatif 

et croît indéfiniment en valeur absolue. Dans ce cas, la fonction de 


distribution de Fermi, i.e. l'expression (51.9) du nombre moyen n 
de particules se réduit à l'expression classique de Maxwell (51.12). 
Dans ces conditions, toutes les propriétés du gaz de Fermi porté 
à haute température coïncident avec celles que prévoit la statistique 
classique. 

Considérons un cas particulier où il n°‘y a aucune force extérieure 
(à l'exclusion des interactions avec les parois). Dans ce cas, selon 
(47.9), dZ (e) = BVe'/*de, B = 21% m=/n°h3. L'énergie libre s'écrit 
alors sous la forme 


PEN {EE D In (146-200) — 
R 


=N {+ {in (14-28) et de}, (51.13) 
0 
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et la condition (51.7) définissant £ sous la forme 


Ï g’de Y (51.14) 


j 4-8 +1 TV: 


Le nombre moyen de particules ayant une énergie comprise entre & 
et e + de est égal à 
— BVel!/? de 
n 


(e)d2(e)=--eT 


(51.15) 

Cherchons l'équation d'état du gaz. Dérivons W par rapport au 
volume 

_ ay = 

En remarquant que Y est une fonction homogène du premier degré 
en V (nombre de particules) et V (volume) [cf. (51.10)] et en appli- 
quant le théorème d’Euler sur les fonctions homogènes, ainsi que les 
formules (51.11) et (51.16) on peut écrire 


Y = NE — Vp, 
d’où : 
pV=—-Y+Nt; 
en y remplaçant Y par l'expression (51.10) on obtient 


pV = BOV | In {1+ 8-20} e1/2 de. 
0 
En intégrant par parties, il vient 


6 { In {1 + ett-e)/6} e1/2 de — [< e%/2 ]n {1+ ee} | + 
0 


00 © 
2 e3/2 de 2 (  es/2de = 
T3 | e(&—e)/8 4 4 —_ 3 ete-0/8 4 (51.17) 
0 0 


I] a été tenu compte qu'avec les limites d'intégration données l’ex- 
pression entre crochets est égale à zéro. 
On trouve finalement 


_ 2 k e2!13 de 
pvp eee 


L'énergie moyenne du gaz est égale à 


Ts — E ( e%12 de 
E= Dre D be = 8 | ess: (51.18) 
kR 


358 LES STATISTIQUES DE BOSE-EINSTEIN ET DE FERMI (CH. 5 


et par suite 


E. 


&| 


nv = 


Cette relation entre la pression et l'énergie moyenne subsiste dans le 
cas général. Selon (51.18), l'énergie moyenne dépend de la tempé- 
rature et de la concentration, & étant fonction de la concentration 
N'V et de 6, définie à l’aide de l'équation (51.7). 

Cherchons les expressions approchées des grandeurs thermody- 
namiques à basse température dans le domaine de dégénérescence. 
Pour cela on transforme les formules (51.15) et (51.18) en les inté- 
granit par parties: 


00 


n (e) dZ (e)=[n (e) Z (e)lèno— | Z(e) n' (e) de = 


0 


N = 


OC, 9 


= —? BV |evzn'(e)de, (51.19) 


0 


O0 


E=BV | n (e) e%2 de = BV ES 
0 


2 BV |en'(e) de= — + BV | ein (e)de. (51.20) 
0 0 


A basse température, la quantité n’(e) n’est essentiellement diffé- 
rente de zéro qu’à proximité de la valeur e — & (6) où, pour 6 
petit, n (e) diminue de l'unité jusqu’à zéro. Posons donc € = & + 
+ u6 et développons e°/? figurant dans (51.19). et e°/*° figurant 
dans (51.20) en une série de puissances de w. On trouve ainsi 


Jen'(e)de= | (6+ue)" SE du = 
0 7/8 
t e —1) 82, n 
—={" | (1+p Lu+ 20 ut...) du, 
-1/e | | 


où p est égal à 3/2 ou à 5/2. 
En remarquant que 
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est une fonction paire de u, on obtient 


oc 


route À 8e) 


En remarquant que 


x du = — EE — À 


et que dans Îles intégrales 


( ueu du el [ ueu du 
CD) CA+TE 


5/6 —$/ 


la limite inférieure — €/6 peut être remplacée par — oo (on commet 
alors une erreur de l’ordre de e-t/2t/6). 
En remarquant encore que 


+ 00 
| u3e-u du 
GES 


© 0 
on trouve 


= 2 | u? (e" + 3e" + ...)du= À , 


{er (e) de — —t{1+ LEE (2). (51.21) 
0 


On en déduit en vertu de (51.19) et (51.20) 
r_ à o a [6 \2 
A = + BVER (1 + (+) }, (51.22) 
2 - 57° / 6 \2 
E=+ BVESe {1+ (=) }- (51.23) 
Pour 6 = 0 la première équation donne & = &, = (2BV/3N)*". 
En résolvant (51.22) par rapport à Ë on trouve à des termes de l’ordre 
de (O/&)* près: 
7° [6 \2 
uf-E (2). 61.20 
avec &, — (G3N/2BV}". 


En divisant (51.23) par (51.22) et en substituant dans l'expression 
obtenue & (51.24), on trouve à la même approximation 


NT TNT 
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On en trouve la capacité calorifique 


DT 2 %@ 2 À (51.26) 


Si la température est très petite devant la température de dégénéres- 
cence, la capacité calorifique est très petite, près de AT/&, fois plus 
petite que la valeur classique de la capacité calorifique. C’est ce qui 


dan 
dp 


Fig. 21 


explique qu'à la température ordinaire la contribntion des électrons 
à la capacité calorifique des métaux est nulle. 

Remarquons encore qu'à l’aide de (51.13) et (51.24) on peut 

trouver l’énergie libre; celle-ci est égale à 
235 3 571? / O0 \2 = 
Y=NG—TE= EN {1 (=) }: (51.27) 

En l'absence de forces extérieures l'énergie & est liée à l'impul- 
sion p par la relation &= p*/2m. De ce fait, à l'instar de la statistique 
classique, on peut établir en statistique de Fermi une expression de 
la distribution des particules suivant les valeurs absolues des im- 
pulsions. 

À l’aide de (51.15) on établit, pour le nombre moyen de parti- 
cules ayant des impulsions comprises entre p et p + dp, l’expres- 
sion 

—— _— y p? a _ 
dn (p)=n dZ (p) = RS (exp (LE +) + 1) p?dp. (51.28) 


En statistique classique, à (51.28) correspond l'expression de Max- 
well 


—— &aN Pi \. 

an (p) = (2nmO)s/2 exp {— 5) D dp. (51.29) 
La figure 21 représente le graphe de la fonction dn/dp (la courbe en 
trait plein est calculée par la formule (51.28) et la courbe en trait 
interrompu par la formule (51.29); à l'énergie e — & correspond 
alors l'impulsion P = V 2m; c'est à peu près pour cette valeur que 
se produit le passage de la croissance parabolique (proportionnelle 
à p°) de la courbe à la décroissance exponentielle. Dans le cas de la 
dégénérescence (fig. 21) pour p = P, = V 2mt, la courbe se brise 
et tombe à zéro. 
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En guise de conclusion, cherchons l'expression asymptotique 
(pour N—+ 6) de l'intégrale *) 
b 


J = | F (2) eNvt) dz. 


Pour trouver l'expression asymptotique de cette intégrale, qui doit 
être prise sur un certain chemin dans le plan de la variable complexe 
z = x + iy (dans le cas qui nous concerne, sur les valeurs réelles de 2), 
on utilisera la méthode dite de « col ». On supposera que les fonctions 
F (z)et w (z) = u (x, y) + iv (x, y) sont analytiques dans la région 
considérée du plan z. Pour résoudre le problème on doit déformer de 
façon adéquate le chemin d'intégration (ce qui, selon le théorème de 
Cauchy, ne modifie pas la valeur de l'intégrale). Soit z, la racine 
de la dérivée w’(2), de sorte que 


w" (29) = (. 
Les dérivées premières de z et v en x et y sont liées entre elles par 
les relations de Cauchy-Rieman que vérifient les parties réelle et 


imaginaire de toute fonction analytique et qui expriment l'indé- 
pendance de la dérivée avec la direction de la dérivation: 


Ux = Lys (51.30) 
Uy = — Lx. (51.31} 

Au point z,, toutes ces dérivées premières sont égales à zéro: 
us = Uuy = VX = ty = 0. (51.32) 


Comme il s’agit de fonctions analytiques, il ne peut y avoir au 
point z, ni maximum ni minimum des fonctions u et v; ces fonctions 
présentent un col au point z, (on porte w et v suivant un axe orthogo- 
nal au plan xy). Les dérivées secondes u,x. Usys Vxx, etc., vérifient 
les relations 

Uxx = — Uyys Vsx = — lys (51.33) 


qui se déduisent de (51.31) par dérivation. En développant «u en 
série à proximité du point z — 2,, on obtient, compte tenu de (51.32) 
et (51.33): 


u (x, y)= 

= Ugo + . {uxx [(Z— 20) — (y — yo) + 2uxy (Z— Zo) (Y— Yo}}; (51.34) 
V(r, y)= 

= vp+ 3 {08 17 — 20) — (y — yo)2] + 2 (x — 20) (y — wo}. (54.35) 


*) Voir Courant R. et Hilbert D., WMethoden der mathematischen Physik, 
t. 1, ch. VII, 8 6. L'application à l'intégration que l’on rencontre en théorie 
statistique a été exposée par Fowler et Darwin in: Fowler, Statistical Mechanics, 
Cambridge, 1936. 
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Les formes quadratiques sont ici indéterminées (elles peuvent chan- 
ger de signe), ce qui prouve que le point z, est un point selle sur 
les surfaces u (x, y) et v (x, y). La surface représentant u en fonction 
de x et y présente l'aspect d'une région montagneuse. Les sections 
de cette surface par des plans u — const donnent des horizontales, 


Fig. 22 


tandis que les sections par des plans v — const sont orthogonales 
à ces horizontales (en vertu de (51.31)) et donnent donc les lignes de 
plus grande pente (fig. 22). 

Traçons le chemin d'intégration de telle manière qu’il passe par 
le point selle z, dans le sens descendant de la linge de plus grande 
pente Az,4’. Cette direction est définie par l'une des asymptotes de 
la famille d'hyberboles & — const. 

Les asymptotes sont donc définies par l'équation 


Lex [Or — xo) — (y — Yo)”] + y (x — Zo) (y — Yo) = 0. (51.36) 


En suivant l’une de ces asymptotes u présente un maximum au 
point z, Posons que l’équation paramétrique de cette asymptote 
est de la forme 


2 = 2, + (a + if)s 
‘Ou 
T = TZ +AS, y = Yo + Ps, (91.37) 
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s étant un paramètre réel. En substituant (51.37) dans (51.36) on 
trouve 

che (a? — B?) + 2h — 0, 
(0 2 — y + 'ATREET AE 


B En UXx 


En portant (51.37) dans (51.34) on obtient 


(51.38) 


u (x, y) = uo + Sa (us — Urxley lex) = Ug — SK, (51.39) 


où —*x" désigne le deuxième terme de la somme se trouvant dans le 
premier membre de cette égalité. On doit prendre la racine dans 
(51.39) pour laquelle 


Ba (ui, — uxxtey/ lex) = — #° LD, 


afin que u soit maximal pour s = (0. 
En vertu de (51.39) et (51.34) on doit avoir sur le sement A4’ 
à proximité de 2,: 


u = Up + Eg — AS = y — K°S. 


À proximité de z, Sur la droite AA”, la variation du facteur eNe — 
— eN(wo-xis) en fonction de s se présente sous la forme d'une courbe 
de Gauss qui est d'autant plus pointue que W est grand. Lorsque N 
est grand, on peut se limiter en intégrant à un segment aussi petit 
que l’on veut autour de z,. On peut montrer que les autres parties de 
l'intégrale apportent des contributions qui décroissent exponentiel- 
lement lorsque N augmente. Par conséquent, lorsque N — oo 


J = | F(2)eN&-%8) (a + ip) ds. 


On peut faire sortir F (z) de sous le signe d'intégration en le prenant 
pour la valeur 
2 = 29, ie s —=0; 
alors 
+e 
J = F (29) ee (@ + if) À e-Nxist gs, 


-£ 


En posant V'Nus=E, on a 
F (a) Ne (ap) 0 
— F{&o)e , (a—+i Es JE 


— VNye 
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Lorsque N augmente, les limites tendent vers + et on obtient 
l'expression asymptotique 


J — 2 dE V4 + F (20) SVG), 


Pour le logarithme de J on a 
In J = Nw (20) + O (In N). 


$ 52. Gaz parfait régi par la statistique de Bose-Einstein 


Considérons un gaz parfait régi par la statistique de Bose, dont 
les particules ont, à la différence des photons considérés au $ 48, 
une masse du repos non nulle. Pour ce gaz le nombre de particules 
est constant. Ce problème peut être résolu par le même procédé que 
le problème du gaz de Fermi (cf. $ 51). 

L'état du gaz est donné par les nombres n,, n.,... de particules 
se trouvant dans des états d'énergies €,, €, . .. 

La probabilité de cet état est 


W (ns, na, ...)=etF-E)/8Q (n,, r>, ...), (52.1) 
E = ÿ NpEhs 
ki 


avec Q = 1 ($ 46) pour toutes les valeurs n,, n:, . .. vérifiant Ja 
condition 


2 nn =N. (52.2) 


Comme dans le cas du gaz de Fermi, il suffit de trouver la somme 
statistique 
Z= D e-E6= X gum... (52.3) 


Tito so oo Tito Pgo oc 


où 4, = e”*k/®, Le nombre moyen de particules occupant l’état e, 
s'exprime en fonction de cette somme selon (51.4): 


— ôlnzZ 
Run. 


(52.4) 


Introduisons le facteur 
27 


1 i(S n,=N 
6. (Sn,-N)  2n Î eil£r-N)e dy, 


qui est égal à l'unité pour les ensembles de nombres n, vérifiant 
(52.2) et à zéro pour les ensembles n, ne vérifiant pas cette condition. 
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On peut écrire alors la somme statistique sous la forme 


oo ax 
1 ny - 
Z= D amer... [eËm-Nag (52.5) 
No Nss =. ù 


On doit sommer sur chaque », de O0 à œ (dans le cas du gaz de Fermi 
on ne sommait que sur ny, — 0, 1). Lors de la sommation il est inutile 
de tenir compte de (52.2) puisque cette égalité se trouve vérifiée 
automatiquement du fait de l'introduction du facteur ô5, «x ny=N). 

En sommant dans (52.5) sous le signe d'intégration, on trouve 


; 2x ; ; 27 
= -{N9 ———_—————_—— = ——— 4N 
Z 27 fe Il 1— ques dp 21 fe “ag, 
(4) kR 0 


où 
w= —ip—+# 3, In (1— quei). 
R 


Appliquons, comme au $ 51, le théorème sur la valeur asympto- 
tique de l'intégrale; on obtient alors 


In Z = Nw (). (52.6) 
On trouve œ, à partir de la condition 
, _: que — 
w Go=if 145 D HE) = 0. (52.7) 
En posant ip =&/0 il vient 
hZ=No(g)=- 6 - 2 1n (1-0) (52.8) 
et l'équation (52.2) s'écrit maintenant comme suit : 
ne, | 9 
D Tr Ds À (52.9) 


ou 


1 
SR = N. 
> PT tx)e _4 
À l’aide de (52.4) on trouve le nombre moyen de particules se 
trouvant dans le k-ième état : 


Ru = LEZ =N{( ôw 


+ êv Æ}= 

0qk gmconst Ÿ om J 

=N(2) — que 

= 0qh lEmconst  1—quet/0 7 En -E/n  , ? 
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C'est la distribution de Bose-Einstein. L'énergie libre est égale à 
: - , 6 5-Ee,)/8 
Y=—OMmZ=N(i+s Dingt—etn)], 
k 


Il est facile de s'assurer que la pression est liée à l'énergie par la 
même relation 

_ D — 
Aux températures élevées la distribution de Bose coïncide avec la 
distribution classique. Dans le cas d’un gaz de molécules, les écarts 
par rapport à la distribution classique sont faibles et sont presque 
toujours dépassés par les interactions mutuelles des molécules. 

A propos des applications des statistiques de Fermi et de Bose on 
doit faire les remarques suivantes. I] a été indiqué au $ 46 qu'on 
bâtit la mécanique quantique d’un grand nombre de particules en 
imposant que la fonction d'onde du système soit symétrique ou 
antisymétrique; on est alors conduit aux statistiques de Bose- 
Einstein et de Fermi. Au chapitre 4, où on appliquait la statistique 
quantique au modèle d’un cristal, on n'a pas utilisé explicitement 
ni le principe de Pauli ni la symétrie des fonctions d’onde, et cepen- 
dant on a obtenu des résultats justes. Cela tient à ce qu'en utilisant 
Je modèle de corps solide et la méthode d'étude indiqués, ces princi- 
pes étaient implicitement vérifiés. 

En effet, on y considérait les petites vibrations des particules du 
réseau cristallin autour de leur position d'équilibre et on ne tenait 
compte que d'un seul état correspondant à la localisation de chaque 
particule près d’un certain nœud du réseau, qui exécute des vibra- 
tions autour de ce nœud. Si on repère les particules, leurs permutations 
permettent d'obtenir en tout V! états équivalents et ayant la même 
énergie. 

Si on s'était placé au point de vue de l'individualisation des 
particules, on aurait dû admettre que chaque état était V! -multiple, 
le résultat n’en serait pas affecté, puisque tous les termes de la somme 
statistique auraient alors un facteur commun. Dans le cas où le 
cristal serait formé de particules régies par la statistique de Bose- 
Einstein ou par celle de Fermi. on doit remplacer ces {VI états par 
un seul état décrit par une fonction d'onde qui est une combinaison 
symétrique [Bose-Einstein, formule (46.8)] ou antisymétrique (Fermi, 
formule (46.9)] des fonctions d'onde de tous ces états. Ainsi, quoiqu'on 
doive tenir compte d’un état du système (symétrique ou antisymetri- 
que) autre que celui dont il a été initialement question (qui corres- 
pondait à une certaine distribution des particules parmi les nœuds 
du réseau), la multiplicité avec laquelle il faut tenir compte de l’état 
de chaque énergie reste la même (égale à l'unité). Or, c’est la seule 
chose qui importe pour la valeur de la somme statistique et toutes 
nos conclusions. 


CHAPITRE 6 


LE MOUVEMENT BROWNIEN. QUELQUES QUESTIONS 
GÉNÉRALES DE LA CINÉTIQUE STATISTIQUE 


$ 53. Le mouvement brownien 


R. Brown observa, en 1827, que les particules microscopiques et 
ultramicroscopiques (particules colloïdales) en suspension dans un 
liquide, sont animées de mouvements désordonnés et incessants. De 
nombreuses études expérimentales *) ont montré que ce mouvement 
n’est soumis à aucune influence extérieure que son intensité augmente 
avec la température et dépend des dimensions des particules et de la 
viscosité du liquide. Plus les particules sont fines, et plus la visco- 
sité du liquide est faible, plus le mouvement des particules est 
intense. On observe le même phénomène dans le cas de particules en 
suspension dans un gaz, ou dans celui des particules composant la 
fumée du tabac. 

Dans ce phénomène, on observe le mouvement d’agitation ther- 
mique des particules en suspension. 

C'est de ce point de vue que A. Einstein et M. Smoluchowski 
élaborèrent une théorie quantitative du phénomène, dont les traits 
essentiels furent ultérieurement confirmés par des expériences. Par 
la suite, on découvrit plusieurs autres phénomènes analogues au 
mouvement brownien: fluctuations du courant électrique dans les 
conducteurs, vibrations du miroir d’un galvanomètre suspendu 
à un fil élastique au sein d’un gaz, ainsi que d’autres phénomènes 
dont il a été fait mention au chapitre 3. En fait, dans tous ces phéno- 
mèênes, on a affaire à des fluctuations déterminées par le mouvement 
d’agitation thermique. Dans l'étude de ces phénomenes, c’est le 
caractère de la variation dans le temps de ces fluctuations qui nous 
intéresse. 

Dans la théorie des phénomènes de ce genre, on considère que les 
processus qui se déroulent dans le système sont « aléatoires », et on 
étudie ces derniers par des méthodes statistiques. Les méthodes 
statistiques utilisées dans la théorie de ces phénomènes sont le 
développement des méthodes données dans les travaux d’Einstein 


*) On trouve une revue des données expérimentales in Smoluchowski M., 
Ann. d. Physik, 21, 756, 1906; Perrin J., Ann. de chim. et de phys., 18, 5. 
1909; Perrin J., Les atomes, Paris, 1948. 
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et de Smoluchowski. La théorie du mouvement brownien (et des 
phénomènes analogues, mais plus complexes) se fonde sur l’idée 
que la particule est soumise à des chocs désordonnés de la part des 
molécules du milieu environnant. L'action de ces chocs, et l’action 
systématique que le milieu exerce sur la particule en mouvement 
(frottement) font que la valeur moyenne (valeur statistique) de l’éner- 
gie cinétique de son mouvement de translation est égale à (3/2) &T 
(i.e. à la valeur que fournit la loi de l’équipartition entre les degrés de 
liberté pour l'énergie cinétique correspondant aux coordonnées du 
centre de masse de la particule). 

Voyons d’abord comment le déplacement des particules brow- 
aiennes évolue dans le temps. Considérons le déplacement des parti- 
<ules au cours d’un temps suffisamment long, pour que la force que 
les molécules environnantes exercent sur la particule considérée 
<hange plusieurs fois de direction. Dans le cas d'une particule 
entourée de gaz, ce temps doit être beaucoup plus grand que l'inter- 
valle de temps séparant deux chocs successifs de la particule avec les 
molécules gazeuses. 

Analysons le cas unidimensionnel du mouvement brownien 
li.e. la projection de ce mouvement sur une direction donnée que l’on 
confond avec l'axe des x], et évaluons le déplacement moyen de la 
particule et le carré de ce déplacement au cours d'un intervalle de 
temps donné. Il importe de préciser qu'ici (et dans ce qui suit) on 
entend par « valeur moyenne » (de même que par « probabilité ») 
non pas la moyenne temporelle, mais la moyenne sur un ensemble de 
particules. 

Pour des intervalles de temps suffisamment longs, on peut admet- 
tre que les déplacements que subit la particule au cours de deux inter- 
valles de temps distincts sont statistiquement indépendants. Grâce 
à cette hypothèse, on arrive à établir la dépendance du carré moyen du 
déplacement avec le temps. Considérons d'abord le cas où aucune 
force extérieure (par exemple la force de pesanteur) n’agit sur la 
particule ; dans ce cas, les déplacements de la particule dans tous les 
sens sont équiprobables. 

Soient s — x le chemin parcouru au cours du temps (0, ft); s, = 
— x, le chemin parcouru au cours du temps (0, #,), avec t, <t; 
$, =x—x, le chemin parcouru au cours du temps (£ — £;). 

Comme s, et s, sont statistiquement indépendants, et les s dépla- 


cements positifs et négatifs sont équiprobables s = s, = s, = 0, 
nous avons 5159 = S1S, = 0, et par suite 


S— (si (s1 + 52)? = si + 25152 + = + 


Introduisons les notations s? — œ (t) et s° — @ (t,), 5° = @(t —t;). 
On obtient alors l'équation fonctionnelle 


pÜ)=q()+p(t—-t) 
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qui a pour solution 
pt) = = = 2Dt, (53.1) 


où D est une constante [31]. Le trait caractéristique de la rela- 
tion (53.1) est que le carré moyen du déplacement est proportionnel 
à la première puissance du temps. 

Notons que les fonctions aléatoires dont les variations au cours 
d’intervalles de temps différents sont, à l’instar de celles de la fonc- 
tion œ (t), statistiquement indépendantes, jouent un rôle de premier 
plan dans la théorie des processus aléatoires. Nous les nommerons 
fonctions aléatoires à variations statistiquement idépendantes. 

Il est évident que la notion de mouvement brownien que nous 
venons d'énoncer n'est valable que pour des intervalles de temps 
qui ne sont pas trop petits. En effet, si on pouvait poser t aussi petit 
qu'on le voudrait. on dervait admettre l'existence de vitesses infini- 
ment grandes. En effet, le carré moyen de la vitesse est égal à 


Examinons de plus près le problème du mouvement brownien, 
afin d'établir de quelle manière les déplacements de la particule 
dépendent des propriétés du milieu environnant et de la particule 
elle-même. Ecrivons d'abord l’équation du mouvement de la parti- 
cule, soumise, d’une part, aux forces exercées par le milieu environ- 
nant et, d'autre part, aux forces extérieures, la force de pesanteur par 
exemple. Les forces exercées par le milieu environnant peuvent 
être divisées en partie systématique, la force de frottement, et en 
partie aléatoire représentant les fluctuations de cette force d’interac- 
tion du milieu avec la particule et dont la valeur moyenne est égale 
à zéro. Comme plus haut, on ne considérera que le déplacement de la 
particule pendant des intervalles de temps suffisamment longs, en 
négligeant les très faibles vibrations de la particule. On peut alors 
utiliser l'expression de la force de frottement valable dans le cas d’un 
déplacement à vitesse constante, ce qui revient à considérer que la 
force de frottement est proportionnelle à la vitesse ; sa composante x 


est égale à —hz, h étant le coefficient de frottement *). 


*) On admet donc qu'on a affaire à la loi de résistance caractéristique de 
l'écoulement laminaire des liquides. 11 est facile de s'assurer que, dans le cas 
du mouvement brownien, la condition d'écoulement laminaire dans le liquide 
(petit. nombre de Raynolds) est vérifiée. En effet, le nombre de Raynolds cest 
égal à 

Re = pav/n. 


En prenant pour vitesse v la valeur de la vitesse thermique quadratique moyenne 
(ce qui implique qu'on tienne compte des moindres vibrations de la particule), 


onav= WkT/ap,. où p, est la densité de la substance dont est constituée la 
24—0297 
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Lorsqu'on traite le problème pour le cas de ce déplacement moyen, 


on peut négliger la force d'inertie _ mx. L'équation du mouvement 
de la particule s'écrit alors 


—hz +f+X=0. (53.2) 


X désigne ici la composante de la force extérieure, qui dépend de la 
position de la particule, j est la partie aléatoire de l’action exercée sur 
la particule par les molécules environnantes. A tout instant, la 
valeur moyenne de jf est égale à zéro: 


à 
f = (53.3) 


La grandeur f change souvent de sens. 

Considérons le mouvement brownien d’une particule soumise 
à l’action d’une force extérieure quasi élastique X = — ax. Le cas 
du mouvement brownien libre en découle, si l’on pose « — 0. L’équa- 
tion du mouvement s'écrit maintenant 


° _ 1 _ 
THOL=) ou OC. 
Cette équation a pour solution 
et £ 
z=rperst+ | j (0) e09 db, (53.4) 
0 


où zx, est la valeur de la coordonnée x pour/t=0. 
En désignant par F(t) l'impulsion de la force f(t), i.e. 
{ 


(= [r(8) 40, 


on peut récrire l’équation (53.4) sous la forme 


e”0t ( 
g— re = | es® dF (5). (53.5) 
0 


particule. C’est pourquoi 


Re=—!©— Vir . 
nVm Va 
Ici dans le système C.G.S. on a pour l’eau n/p = 10-2,p = p = 1,8kT = 10-15, 
de sorte que 


Re æ 3:102.10-7/Va æ 3-10-5/ Va. 
Ainsi donc, même pour a æ 10-8 cm (dimensions moléculaires) on obtient 
“Re = 3-10”1, 


et la condition d'écoulement Jlaminaire est vérifiée. 
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Ici dF (8) = f (8)dô est l'impulsion de la force / pendant l'intervalle 
de temps dô. On admettra par hypothèse que ces impulsions rappor- 
tées à des intervalles de temps différents, sont statistiquement indé- 
pendantes. 

On admet donc que l’impulsion de la force (8) est, tout comme 
le déplacement de la particule dans le cas du modèle simplifié envisa- 
gé plus haut, une fonction aléatoire à variation statistiquement 
indépendante. L’impulsion moyenne rapportée à un intervalle de 
temps quelconque est égale à zéro: AF — 0; le produit moyen des 


impulsions pour deux intervalles de temps distincts est également 
nul : 


AF,AF, = 0. (53.6) 


I1 en découle (exactement comme dans le cas du déplacement 5, 


cf. p. 368) que le carré moyen de l'impulsion AF, pendant l'inter- 
valle de temps Aë, est égal à 


AFi—2BAt, (53.7) 


où B est une constante. 


En l'absence de forces extérieures, i.e. o = 0, le déplacement 
x — x, est simplement égal à F (t)/h, et 


> _ F(t} _ 2B 
(z— 20)? = 1 =. (53.8) 


Notons encore que, d’après les considérations ci-dessus, la fonction 
F (t) n'a pas de dérivée, de sorte que la fonction j (t) figurant dans 
l'équation (53.2) n'a pas de sens. Cette équation n’a donc qu'une 
signification symbolique. Mais l'équation (53.5) qui remplace (53.2) 
conserve sa signification dans le cas envisagé ici. (En toute rigueur, 
on doit considérer les intégrales qui y figurent comme des intégrales 
de Stiltjels.) 

En calculant la moyenne de (53.5) sur les coordonnées et en pre- 


nant en considération que dF = 0, on obtient 
z = ze” 0! 


Nous voyons qu'en moyenne le déplacement de la particule tend 
exponentiellement vers zéro. Ceci résulte de l’action de la force 
quasi élastique et de la force de frottement (comme on ne tient pas 
compte de l’inertie, les vibrations autour de la position d'équilibre 
n'apparaissent pas). Il doit bien en être ainsi, puisque l’action 
systématique produite par les chocs des molécules de liquide contre la 
particule brownienne figure, dans les formules, sous la forme du 
terme à frottement, tandis que la partie désordonnée de l'action est, 
en moyenne, nulle. 


24° 
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Elevant (53.5) au carré et prenant la moyenne, on obtient 

tt 

| Cects+09 37 (6) 47 (6), 

0 0 

où le carré de l'intégrale est écrit sous forme d'une intégrale double, 
et la moyenne est prise sous le signe d'intégration. En vertu de (53.6), 
sous le signe d'intégration ne subsistent que les éléments se rappor- 
tant à des intervalles de temps dô et dû” qui coïncident. En utilisant 
(53.7), on peut mettre ce résultat sous la forme 


-20t 


k° 


(z— rie) — < 


B (1 —e720t) 


2Be-25t | 
h° | ah ° 


(z — re 791)? — e20Ù dÛ — 


(53.9) 


0 


11 résulte de cette équation que pour {—> oc, la valeur du carré 
moyen de l’écart x. par rapport à la position d'équilibre, tend vers 


5 B 
x? = œh * (53.10) 


Îl est naturel d'identifier cette valeur limite avec la valeur moyen- 
ne z° qui correspond à l'équilibre thermodynamique *). En appli- 
quant le théorème de l’équipartition, nous obtenons pour cette der- 
nière valeur moyenne 


1 — 1 — k 
TOAP=TRT, =. (53.11) 


En identifiant (53.10) à (53.11), nous trouvons 
B = hkT. (53.12) 


La grandeur B, caractérisant l'intensité des poussées exercées par les 
molécules environnantes sur la particule considérée, ne dépend pas 
de la grandeur & caractérisant les forces extérieures. La grandeur B 
possède donc toujours la même valeur, que les forces extérieures 
s’exercent ou ne s'exercent pas. En portant (53.12) dans (53.9) on 
trouve 


CEE (1—e-*ot). (53.13) 


Examinons le cas où les forces extérieures sont absentes. Nous 
devons donc passer à la limite pour & — 0. On a alors o — 0 et 


20t 


.. 1—e7 1 .. 1—e720t 2 
lim & = + in ——="# tt. 
Par conséquent, pour le mouvement brownien libre 
gr, (53.14) 


h 


*) Cette assertion importante sera examinée en détail aux 85 54, 60. 
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de sorte que le coefficient de diffusion D est égal à 


kT 
D=—. (53.15) 


C'est la formule d'Einstein exprimant le lien existant entre le coeffi- 
cient de diffusion D et le coefficient de frottement k. 

Dans le cas du mouvement brownien de particules sphériques 
dans un liquide, le coefficient de frottement peut être exprimé par la 
formule de Stokes déduite de l’hydrodynamique des liquides vis- 


queux *) : 
h = Gran, (53.16) 


où a est le rayon de la particule et n la viscosité du liquide. On arrive 
alors à la relation 
kt 
Gran ° 
Il découle de cette formule l’accroissement de l’intensité du mouve- 
ment brownien avec l'élévation de la température et la diminution 
des dimensions des particules, ainsi que son indépendance de la 
masse des particules. La formule de Stokes ne peut être utilisée pour 
le mouvement borwnien dans les gaz, quand les dimensions des 
particules sont petites devant la longueur du libre parcours des 
molécules de gaz, dans ce cas, le coefficient de frottement peut être 
déduit de la théorie cinétique des gaz **). 

On déduit facilement de (53.14) l’expression du carré moyen de la 


distance r* dont se déplace la particule au bout d’un temps ft. Par 
raison de symétrie et en vertu de (53.14), il est évident que 


D = 


(53.17) 


d'où 


Cette dernière formule a été maintes fois vérifiée expérimentalement, 

Il importe de remarquer que dans la théorie de tous les phéno- 
mènes analogues au mouvement brownien, on voit apparaître des 
relations analogues à (53.12). Dans le cas des gaz, on peut établir 
cette relation par un calcul direct de la force de frottement, fondé 
sur la différence entre le nombre de chocs des molécules environnan- 
tes contre la particule, de part et d'autre de celle-ci, et l'évaluation 


*) Voir, par exemple, Planck M., Einfurung in der theoretische Physik, 
t. 11; Kotchine N.E., Kibel 1. A., Rozé N.V., Hydromécanique théorique, 
Moscou, Gostekhizdat, 1948, partie 11, $ 23 (en russe). 

*“*) Voir, par exemple, Herzfeld K., Xinetische theorie der Materie; Lo- 
rentz H. A., Les théories statistiques en thermodynamique, 1916. 
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des fluctuations de l'impulsion des chocs, en tenant compte des 
fluctuations du nombre de ces derniers. Cette relation étant requise 
pour que puisse agir la loi de l’équipartition, elle doit toujours être 
vérifiée, à condition que le mouvement brownien se produise dans 
un système se trouvant à l’état d'équilibre thermodynamique. Ainsi, 
par exemple, si la particule brownienne est chargée, elle sera soumise 
non seulement aux chocs des molécules du milieu, mais encore aux 
forces électromagnétiques exercées par le rayonnement d'équilibre 
dont la présence est inéluctable. L’impulsion AF que reçoit la parti- 
cule au cours d’un temps At, est égale à la somme de l'impulsion AF,, 
provenant des chocs et de l'impulsion AF,, provenant du rayonne- 
ment, de sorte que AF — AF, + AF,. Comme ces deux actions sont 
indépendantes l’une de l’autre, le carré moyen de AF est égal à AF* — 
= AFi + AFi. 

En posant, comme ci-dessus, AF? = 2B,At, AF° = 2B.At, on 
obtient B = B, + B.. Si la particule n’est pas chargée, on peut 
négliger l’action exercée par le rayonnement ambiant et seul le 
terme B, subsiste alors. D’après (53.12), B, est lié au coefficient de 
frottement k, par la relation 


B, = RAT. 


Si la particule se déplace dans le vide, sous la seule action du rayon- 
nement, on ne tient compte que de B.. Dans ce cas, aussi la parti- 
cule est inéluctablement soumise à une force analogue au frotte- 
ment dont le coefficient est h,, et 


B.=RhkT. 


Lorsque la particule est soumise à l’action simultanée de ces deux 
forces, le coefficient de frottement k = h, + hk.. La relation B — 
— hkT est alors vérifiée en vertu de (53.12) et de l'égalité B — 
— B, + B,, quoique l’évolution du processus dans le temps diffère en 
général de celle que l’on observe lorsque l’on considère une seule de 
ces deux actions. 


$ 54. Méthodes générales de la théorie statistique de l’évolution 
temporelle des processus. Chaînes de Markov. 
Equation d’Einstein-Fokker 


La notion de chaines de Markov joue un rôle essentiel dans la 
théorie de la cinétique statistique, ainsi que dans le cas particulier 
de la théorie du mouvement brownien. En théorie des probabilités, 
la notion de chaîne (discrète) de Markov *) prend la signification 
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suivante. Supposons qu’un système se trouve dans l’un des n états 
que l'on désignera par les numéros 1, 2, 3,...,n, et que l’on puisse 
observer son état à des intervalles de temps déterminés, par exemple 
une fois par seconde, aux instants £ =: 0,1,2,... Au cours du temps, 
le système peut passer d'un état à un autre. La suite d'états dans 
lesquels le système peut se trouver au cours du temps, constitue 
une chaîne de Markov, quand la probabilité pour qu’à la t-ième 
observation ce système se trouve dans la k-ième état, est complète- 
ment déterminée si l’on indique l’état (le l-ième par exemple) dans 
lequel se trouvait le système lors d’une observation précédente, 
faite à un instant t,  t. On peut écrire cette probabilité sous la for- 
me w (t,,l;t,k) et l'appeler probabilité de passage de l’état Z à l’état k 
pendant l'intervalle de temps compris entre t, et t. Il s'ensuit que 
cette probabilité de passage ne dépend pas des états dans lesquels se 
trouvait le système avant l'instant t,. 

On peut étendre la notion de chaîne de Markov aux cas où l’état 
du système peut être déterminé à des instants aussi rapprochés qu'on 
le veut (t est alors un paramètre continu), et où l’état du système se 
trouve déterminé lorsqu'on connaît les paramètres zx, 2, . .., 2 
continuellement variables. Dans les problèmes qui nous concer- 
nent, une partie de ces paramètres peut caractériser la position du 
système, et une autre partie, les vitesses de celui-ci. Dans ce qui 
suit on écrira souvent, pour alléger l'écriture, un seul paramètre x. 
Une suite d’états successifs ainsi définis forme une chaîne de Mar- 
kov, si l’on peut définir la probabilité w (t,, x, ; t, x) dx de passage de 
l’état x,, dans lequel le système se trouvait à l'instant £,, à des 
états dans lesquels z se trouve, à l'instant f, entre x et x <+- dx, cette 
probabilité étant complètement déterminée par la donnée de zx, 
à un instant t,. 

Si l'on considère la succession temporelle des états d'un système 
comme une chaîne de Markov, la connaissance exacte de l’état initial 
permet de déterminer, aux instants ultérieurs, la probabilité de 
l'état du système (il s’agit de la probabilité d'un état, et non pas de 
l'état lui-même, comme cela se produit en mécanique). 

I1 va de soi qu’on comprend le mot « probabilité » dans le sens 
de sa définition « physique » (cf. $ 3). On considère que les valeurs 
possibles de l’état du système, à l’instant {, forment un «collectif » 
et que la probabilité w dx représente le nombre relatif de réalisations, 
au sein de ce collectif, d'états (x, x + dx). On précisera au $ 60 le 
lien existant entre la probabilité d'états ainsi définie et les moyennes 
temporelles. 


* Voir Markov A. A., Calcul des probabilités, 4ième édilion, M., Gosizdat, 
1924 (en russe); le complément « Cas remarquable des épreuves liées en une 
chaîne ». L'exposé des chaînes discrètes à propos des problèmes physiques voir 
in: Mieses R., Wahrscheinlichkeitsrechnung. $ 16. [Gnédenko B. V., Cours de 
la théorie des probabilités, 5ième édition, M., Naouka, 1969 (en russe).] 
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Dans le cas d’une grandeur aléatoire x, on peut arriver à ia notion 
de chaîne continue de Markov de la façon suivante. Supposons que 
la grandeur x (t), pour tout t => t,, peut être représentée comme une 
fonction de x, et de «& = « (fo, t), i.e. 


ZT — (Zo: œ), (54.1) 


a étant une grandeur aléatoire [on suppose connue sa loi de distri- 
bution w (t,, t; «) da] dépendant de l'intervalle (t,, t), les valeurs 
de à correspondant à des intervalles de temps (£,, t) différents étant 
statistiquement indépendantes l'une de l'autre. La distribution des 
probabilités étant donnée pour &, on connaît aussi la distribution 
des probabilités pour x lorsque zx, est donné, i.e. la probabilité de 
transition (qui dépend de t5, zo, t). On notera que si les valeurs de « 
correspondant à des intervalles de temps différents, n'étaient pas 
statistiquement indépendantes, les quantités x ({t) ne formeraient plus 
une chaîne de Markov, puisque, en indiquant la valeur x = 7x, 
correspondant à l'instant f, << t,, on fixe la valeur a, = @ (f,. to), 
et, comme « et «, sont liés l’un à l’autre, on change la probabilité 
Wa, (to, t, &) da qui dépend alors de &,. Ainsi, dans ce dernier cas, 
la connaissance de x, ne détermine pas complètement la probabilité 
de transition, puisqu'elle dépend des états antérieurs. 

La suite des valeurs que prend la coordonnée d’une particule 
brownienne dans le cadre de la théorie exposée ci-dessus, constitue 
une chaîne de Markov. En effet, d’après (53.5), x peut être écrit sous 
une forme analogue à (54.1), à savoir: 


x = ze 9t + @& (0, t), (54.2) 


01 
h 


t 
a (0, t) =“ jesoar (9) 
0 


est une grandeur aléatoire. Comme les dF (t) correspondant à des 
intervalles de temps distincts sont statistiquement indépendants, 
les grandeurs «& le sont aussi pour des intervalles de temps distincts, 
par exemple pour (0,t)et ({”,t”) avec 0 << tt" < 1”. Conformément 
à ce qui a été dit plus haut, l'existence d’une chaîne de Markov en 
découle pour x. 

Il s'ensuit que si l’on considère, dans la théorie du mouvement 
brownien, la suite des états d'une particule comme une chaîne de 
Markov, on admet ipso facto que les poussées que subit la particule 
à des instants différents, sont statistiquement indépendantes. 

Il est évident que les chaînes de Markov ne représentent pas le 
schéma le plus général qui soit d’un processus aléatoire. Néanmoins, 
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en physique statistique, on assimile généralement les processus aléatoi- 
res à des processus formant des chaînes de Markov. Dans de nom- 
breux cas, on arrive à représenter un processus sous la forme d’une 
chaîne de Markov, en introduisant des paramètres supplémentaires 
caractérisant l’état du système à un instant donné, par exemple en 
caractérisant l’état d’un système non seulement par ses coordonnées, 
mais encore par les vitesses de ce dernier. 

La densité de probabilité de transition w (t,, x; t, x), pour une 
chaîne de Markov, satisfait à l'équation intégrale de Smoluchowski *): 


W (los Los t + TT, Z) = { w (to. To t, Z)w(t, z;:t+ T7, x) dz, 
(54.3) 


l'intégration étant étendue à tout le domaine de variation de la gran- 
deur x (ou bien de toutes les grandeurs z,, 2, . . .,x,, s’il y a plu- 
sieurs paramètres). En effet, la probabilité de transition de l'état x, 
à l'état (x, x + dx), au cours de l'intervalle de temps ({,, { — +), 
est égale à la somme des produits des probabilités de transition de x, 
à un état quelconque (z, z + dz), au cours de l'intervalle de temps 
(to, t), puis de ce dernier état à l'état (x, x + dx), au cours de l’inter- 
valle de temps (f, £ + +). 
D'autre part, on a évidemment 


| w (to, Tost, z)dx =. (54.4) 


Lorsque la probabilité de transitions ne dépend que de Ia différence 
LA — Los 1.e. 


w (Los Lo: À; x) — W (Zo: L — to, x), 


on peut dire que le processus aléatoire est homogène dans le temps. 
Ceci se réalise toujours dans les problèmes concernant les fluctua- 
tions d’un système,quand les conditions extérieures sont stationnai- 
res, notamment dans le cas de l'équilibre thermique. Si, pour t—+ 
— co, la probabilité de transition tend vers une certaine limite 


lim w(x,, t, x) = w (x), 


{00 


ne dépendant pas de l’état initial du système, on dit qu'il existe une 
probabilité limite ou stationnaire. 


*) Voir Smoluchowski M., Ann. d. Physik, 21, 756, 1906. La théorie ma- 
thématique de ces problèmes a été développée in: Kolmogorov A. N., Méthodes 
analytiques de la théorie des probabilités, Ouspekhi Mat. Naouk, 1938, no 5. 
p. 5 (en russe). 
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La probabilité limite vérifie l'équation ci-dessous, qui se déduit 
de (54.3) par le passage à la limite, pour t—+ © : 


w (x) = { w (2) w (2, t, x) &. (54.5) 


On peut aussi déterminer la probabilité d’un état à un instant t#, 
connaissant, pour l'instant {,, non pas l’état initial lui-même, mais 
sa probabilité 

Wo (To) dXos 


i.e. la probabilité de valeurs déterminées de x,. La probabilité 
recherchée est évidemment égale à 


w(t, x) = | Wo (Lo) W (to, Los t, Z) dx (54.6) 


et, comme il est facile de s’en assurer, en multipliant (54.3) par 
wo (To) dx, et en intégrant, vérifie l'équation 


w (t + T, x) = Lu (s, z)w(t,z; t+T, x) dz. (54.7) 


Pour t — 0, on trouve 


w (0, x) = w, (x), (54.8) 


et pour £—+ oo, w (t, x) tend vers la probabilité stationnaire w (x) 
(à condition que celle-ci existe). Si la distribution de w, (x,) est sta- 
tionnaire à l'instant initial : w, (0, x,) = w (x,), en vertu de (54.4), 
elle restera stationnaire à tout instant ultérieur. 

En faisant certaines hypothèses concernant les probabilités de 
transition, on peut ramener la solution de l'équation intégrale de 
Smoluchowski (54.3) à celle d’une équation aux dérivées partielles, 
dite équation d'Einstein-Fokker. Considérons le cas unidimensionnel 
où l’état du système est défini par un seul paramètre x, et faisons 
les suppositions suivantes *). Supposons, premièrement, que le pro- 
cessus évolue de telle façon qu'il existe des limites finies: 


im 272 = lim À | (G—zw(t, si tr, z)dz=A(t, x), (54.9) 
T0 

lim = = lim (z—z)w(t, x; t+7v, 2) dz= 

t-0 T 


—2B(t,z). (54.10) 


La quantité À (t, x) donne la vitesse moyenne de la variation 
systématique de x, tandis que la quantité B (t,zx) caractérise l'intensité 


*) La démonstration (simplifiée) a été empruntée à: Kolmogorov A. N., 
Méthodes analytiques, Ouspekhi Mat. Naouk, 1938, no 5, 8$ 13 et 14 (en russe). 
Kolmogorov démontre que la première hypothèse (54.10) découle en général de 
la seconde (54.11). 
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des poussées *). Ces quantités sont les deux caractéristiques du pro- 


cessus considéré. On a donc supposé que (z — x)* — Ax* était pro- 
portionnel à t, pour + petit (c’est ce qu’on avait fait dans les cas 
considérés plus haut). Supposons à présent que, pour les + petits, 
les probabilités des variations notables de x sont très petites et tendent 
assez rapidement vers zéro. Cette condition s'exprime sous la forme 

lim = 

T—0 
Cette condition devient évidente si l’on remarque que pour les 
z — x petits, la quantité | z — x | est très petite, tandis que pour 
les z: — x grands, w (f, x; t + *v, z) doit tendre vers zéro à une vites- 
se telle que les termes correspondants tendent vers zéro avec t 
(quoique B (ft, x) ne s’annule pas **). 

On peut faire correspondre au problème ainsi formulé l'équation 
de mouvement symbolique 


= lim + | Iz—zxfSw(t, x; t+7v, z) dz=0. (54.11) 


z = À (t, x) + chocs désordonnes. 

Pour déduire l’équation d'Einstein-Fokker, multiplions (54.3) 
par une fonction arbitraire g (x) qui s'’annule en même temps que sa 
dérivée aux limites du domaine de variation et intégrons sur tout ce 
domaine, par exemple de z — — oc à + co. On obtient alors 


À q @)w (to, zoï t + 7, 2) dr = 
= [ults 205 t, 2) de [wlt,z;t+, 2) q (a) dr. 


En développant g (x), figurant dans le second membre, en une série 
de puissances de zx — z, en faisant passer le premier terme de cette 
série dans le premier membre et en divisant par + on obtient 


| q (x) 1 (for Toi FT; De Go: Zo;t, Z) dr = 


= (w (to, Lo; À; 2) [9 (2) + g" ) EE + 


+9" (QE | dr, 


*) A propos de la division en variations systématique et désordonnée, 
voir $ 56. 

“*) Cette condition caractérise le problème en ce sens qu'elle permet de con- 
sidérer x comme une grandeur continuellement variable. 11 s'ensuit que les 
conclusions qu'on en tire ne peuvent être appliquées au cas du mouvement 
brownien (dans un gaz par exemple) pour de très petits intervalles de temps, si 
l'on entend par z la vitesse u de la particule (et si l'on admet que cette vitesse 
varie instantanément au moment du choc). En effet, selon les formules de la 
théorie des gaz, la probabilité pour qu'un choc se produise au cours du temps t 
(qui est petit par rapport au temps de libre parcours Ô),est égale à 1 — e-1/0 = 
1/6. Lors du choc la vitesse varie en moyenne de la valeur finie +6, de sorte 
que Au 5 — 6%t/8 et la condition | Au [*/t—+0 (pour t —+ 0) est évidemment irréa- 
isable. 
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la valeur de & étant comprise entre z et x. Remarquons que si 
| g” (E)| << M, le terme contenant la dérivée troisième dans le second 
membre est inférieur à M | x — z {ÿ/6+r et, en vertu de (54.11), tend 
vers zéro lorsque t—+ 0. 

En passant à la limite t—> 0 et en tenant compte de (54.9) et 
(54.10), on a 


forte Ge (wte 25 t, 2) 19" (2) A(E 2)+ 
+ g" (2) B(t, z)] dz. (54.12) 


En intégrant à droite par parties, en remarquant qu'aux frontières 
g = q" = 0 et en changeant la notation de la variable d’intégration 
z en x, on obtient 


ôw d(Aw) 02 (Bw) …: 
| g (x) (+ dx — 5} dr =0. 


Comme cette équation doit avoir lieu pour q (x) arbitraire, on en 
déduit *) l'équation d’Einstein-Fokker pour la densité de probabili- 
té de transition w (t,, x; t, x): 


dw O[(A({, z)w] d[B(t,z)w] 
2-2 ae LARGE), (54.13) 


Cette équation différentielle est du type de l'équation de la 
conductibilité thermique (de type parabolique). On doit trouver 
sa solution vérifiant la condition de normalisation (54.4) et qui, 
pour £{ = 0, s’annule partout sauf au point z = zx,; cette solution 
doit donc être de même type que la solution du problème dela pro- 
pagation de la chaleur à partir d’une source ponctuelle. 

En substituant (54.7) dans (54.13), on constate que la probabili- 
té w (t, x) de l’état x à l'instant #, correspondant à une distribution 
initiale w, (x,) donnée, vérifie aussi l’équation d’Einstein-Fokker. 
Les conditions initiales pour elle sont données par/(54.8) **). 


*) Voir à ce propos le lemme fondamental du calcul variationnel, par exem : 
ple in: Courant R., Hilbert D., Methoden der mathematischen Physik, t. 1, 
ch. VI, $ 3 (pt. 1). 

**) On notera encore que la densité de probabilité de transition u' ({,. x: 
t, zx) vérifie, en tant que jonction des variables «initiales » #,,z,, l'équation 
conjuguée de l'équation d'Einstein-Fokker : 


dw ôw 
— ôto = À (to, To) ET 


diw 
+ B (to, F0) . 


Voir Kolmogorov A. N., op. cit. p. 367. On envisagera au & 58 l'application 
dune équation analogue à d’autres problèmes de la théorie du mouvement 
rownien. 
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L'équation d'Einstein-Fokker (54.13) admet une interprétation 
manifeste qu'on utilise souvent pour l'établir. Soit un grand nom- 
bre de particules browniennes qui, à l'instant t,, partent de x, et se 
déplacent indépendamment les unes des autres. A l'instant t, leur 
concentration au point x est proportionnelle à w (t,,x,; t, x). Le flux 
S de particules comporte, d’une part, le flux « hydrodynamique » 
Aw, À étant la vitesse de déplacement systématique de ces particules 
et, d'autre part, le flux de diffusion — 9 (Bw)/8x, de sorte que 
S — Aiw — 0 (Buw)/ôr. L'’équation (54.13) est une équation de 
continuite : 


ôw aS 
ar té 0. 
Supposons que ni À, ni B ne dépendent de f. La solution station- 
naire doit vérifier (54.13) lorsque Ow/0t = 0, d’où 
() ) 


1.e. 
0 (Bw) 


= — Au = const. 
z 


Si le domaine de variation de x s'étend de —o à “oo, à l'infini 
ou * . 
w == Û0 )}, et par suite 


0 (Bw) 
dx 


On en tire 


c=fon(] SRE) 


(t 


On détermine la constante C à partir de la condition de normalisa- 
tion (954.4). 

Dans la théorie des processus évoluant dans un système soumis 
à des conditions extérieures constantes, par exemple dans la théorie 
des fluctuations dans un système isolé ou isotherme, on admet, 
d'une part, que l’état du système forme une chaîne de Markov et, 
d'autre part, que les probabilités de transitions sont telles qu'il 


*) On peut démontrer que ce résultat s'obtient dans les conditions suivan- 
tes : a) C" > B > C’, C” et C” étant deux nombres positifs quelcon ues ; b) lors- 
que z —+ co, À est négatif, et lorsque z — —o, À est positif : dans les deux cas, 
en valeur absolue, À est plus grand qu'une certaine constante. (Voir Pontria- 
guine L. C., Andronov A. A., Witt A. A., JETF 1933, 3, p. 172.) Si ces con- 
ditions ne sont pas satisfaites, la solution stationnaire peut ne pas exister; 
cf. exemples cités au $ 55. 
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existe une probabilité d'état limite (stationnaire). C’est cette pro- 
babilité stationnaire que représente la « probabilité d'états» non 
rattachée à un état initial particulier, que l’on utilise en statistique 
thermodynamique. Pour un système isotherme, la distribution cor- 
respondante est une distribution canonique, et pour un système 
isolé, c'est une distribution microcanonique. 


$ 55. Exemples d’application de l'équation d’Einstein-Fokker 


Envisageons quelques exemples simples d'application de Ja 
théorie générale exposée ci-dessus et, en premier lieu, le mouvement 
brownien libre unidimensionnel. Le phénomène sera schématisé 
comme au $ 953, et l’on ne caractérisera l'état de la particule qu'en 
indiquant sa position, sans se soucier de sa vitesse. Conformément 
à ce qui a été dit au $ 54, on posera À (x) = 0 dans l'équation d'Ein- 
stein-Fokker. On désignera par D la quantité 


4, (z— zx)? __ 1 .. s2. 
B=- din = lim 
qui ne dépend ni de #, ni de x, puisque le processus est homogène 
dans le temps et dans l’espace. L'équation d’Einstein-Fokker se 
trouve ramenée à l'équation de la diffusion: 


Fe) 2 _ 
=D. (55.1) 


Sa solution, vérifiant la condition initiale énoncée ci-dessous et la 
condition de normalisation, est de la forme 


… 1 __ (&—20)° 
17 (To: L, x) = Van *P { TE } . (59.2) 


La distribution est gaussienne ; comme cette dernière « s'étend » 
toujours, il n'existe pas de solution stationnaire. Conformément 
à ce qui a été dit à propos des problèmes concernant les systèmes 
en équilibre thermique, il s’agit là d’un cas exceptionnel, dû à l’hypo- 
thèse que la particule se déplace dans un espace infini. Si l’on avait 
supposé que la particule brownienne ne pouvait sortir d’un certain 
volume (récipient), on serait arrivé à une expression de la probabilité 
admettant une distribution stationnaire. 

L'équation (55.1) montre encore que la probabilité des valeurs 
d’une fonction aléatoire à variation indépendante [dans le cas con- 
sidéré, c'est la fonction z (t)], vérifiant les conditions (54.10) et 
(54.11), est donnée par une expression gaussienne. 

Considérons encore le cas du mouvement brownien dans le champ 
de pesanteur. Conformément à (53.2), prenons une « équation de 
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mouvement » sous la forme 
T== ++ chocs 


(l'axe des x est orienté suivant la verticale ascendante), où g est 
l'intensité du champ de pesanteur et À le coefficient de frottement. 
L'équation d'Einstein-Fokker est de la forme (G = g/h) 
0w ow d°w 
— — (52.3) 


et a pour solution 


w (xo, {, x) = — En }, 


1 
V'äaDi °XP { 4Dt 


La distribution est donc gaussienne, et son centre se déplace vers le 
bas à ‘la vitesse G; par ailleurs, la courbe de distribution s’étend. 

Examinons maintenant le cas unidimensionnel suivant : à l’origi- 
ne des coordonnées est placée une paroi horizontale réfléchissant les 
particules. Pour x > 0, la probabilité w (x,, t, x) doit vérifier (55.3), 
ainsi que la condition de normalisation 


| w (ze, t, r)dr=1. 
0 


En différentiant cette dernière condition par rapport à £ et en utili- 
sant (55.3), on obtient 
Ô ol a G) 0w 0w 
0 — FT: w dr = 3x (D +Gw) dr = — [D +Gw] _. 


puisque pour zx — oo w = Ow/üx = 0. Ainsi, pour x = 0, on doit 
avoir la condition aux limites 


ôw 


Lorsque G = 0 (la force de pesanteur est absente) la solution prend 
la forme 


= (PE) ep [ EE] 
En présence de la force de pesanteur, on trouve sans difficulte 
la solution stationnaire de (55.3), vérifiant les conditions aux li- 
mites:; pour cela, il suffit de poser partout D + Gw = 0 [voir 
(54.14)]. On trouve alors 


w=Ce-GxiD, 
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C'est la distribution barométrique. En utilisant la formule (53.15) 
de D, on obtient 
w = Ce-mEx/RT, 


qui n’est autre que la formule de Boltzmann pour la distribution 
des particules dans le champ de pesanteur. 


$ 56. Equation d’Einstein-Fokker pour le cas 
de plusieurs paramètres et ses applications 


Il est facile d'étendre *) les conclusions qui ont été tirées au $ 54, 
aux cas où l’état d’un système est défini à l’aide de plusieurs para- 
mètres: 21, Zey - « ., Zn. Ces derniers peuvent être, par exemple, les 
coordonnées spatiales d’une ou de plusieurs particules, ou bien, une 
partie de ces paramètres peut représenter les composantes des vitesses 
de ces particules. On peut représenter l'état du système par un 
point dans un espace à nr dimensions, dont les coordonnées (curvili- 
gnes, dans le cas général) sont les paramètres x,,x,,...,x,. Dans cet 
espace, l'élément de volume est de Ja forme 


Q drjdr. . .dr,, 


Où Q = Q (x, T2, . . ., ,) est une certaine fonction des coordonnées. 
Par exemple, pour des coordonnées sphériques, x, = r, zx, = Ÿ, 
za = @ et Q = r* sin 0. Pour un espace euclidien et des coordon- 
nées rectangulaires, Q — 1. La probabilité de passage du point 
T° (2, Zi, + - -, Tn) à une région de coordonnées zx (x;, x; + dxi), 
avec à = 1,2,...,n, sera désignée par w (t,, x°; t, x) Q dx (dans ce 
qui suit on écrira, à la place de tous les zx;, x tout court, et à la place 
de dr,dx,. . .dr,, on écrira dx). Ainsi, w est la densité de probabilité. 

D'après ce qui a été dit au $ 54, l'équation de Smoluchowski 
reste en vigueur dans ce cas-là aussi et peut être écrite sous la forme 


LU (lo, 2; t, x) = W (los Lit, z)w(t,z; t + rx) Q dr, (56.1) 
avec 


( ww Qdr = 1. (56.2) 


Supposons qu’il existe les limites 


Jim ER — lim + | (zx —2,) w(t, x; 147,2) Q dz= A, (t, x), 


2 — = .. À 
(28 2) Gr D im | (a) (ax) w(t, 23147, 2) X 


x Q dz= Bu (t, x) (56.3) 


lim 
T0 


... *) La démonstration générale de l'équation d’Einstein-Fokker est donnée 
in: Kolmogorov A. N., Zur Theorie der stetigen zufälligen Prozesse. Math. Ann, 
1933, Bd 108, S. 149. 
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et que 


F(Zh—2n) (2220) (23 —2xp)| 
<< — 0. (56.4) 


lim 
t—+ 0 


En multipliant (56.1) par une fonction arbitraire q (x,, x, 
* Zn) = Q (x), et en reprenant tous les développements du $ 54, 
on trouve, à la place de (54.12), l'équation suivante: 


Ï q (x) @ (x) _ w (to, 2°; 1, x) dr = 


à (4) 
= fotir;ta[ Dan #4 Sent, 2-7 dr. 
k R, | 


(56.5) 


Après intégration par parties dans le second membre, et en remar- 
quant que g(x) est une fonction arbitraire, on obtient, pour la 
probabilité w (t,, x°; t, x), l'équation d’Einstein-Fokker: 


Q (x) = — Y (Au (4, x) Q(x)wl+ Y = lBuQ w]. 
k h,l 
(56.6) 


La probabilité de transition w (£,, x°; t, x) est la solution non négati- 
ve de l'équation (56.6), vérifiant les conditions de normalisation 
(56.2), et qui, pour { = t,, s’annule partout sauf au point x = x. 


Les quantités 4, et B,, caractérisent le processus aléatoire. Si x, za, . .. 
sont les coordonnées rectangulaires, les quantités 4, caractérisent leur Variation 
systématique, tandis que les quantités B;,, caractérisent les écarts aléatoires par 
rapport à cette variation systématique. 

Dans le cas le plus général, la définition de la partie « systématique » de 
la variation des coordonnées n'est pas univoque, et n'a pas de sens si on ne la 
justifie par des considérations physiques adéquates. En effet, lorsqu'on passe à 
des coordonnées différentes, les 4}, et les B,; se transforment en AL et Bep 


selon les formules suivantes: 
(UE TA B°g ÔZR OZ 0z} 
M= 2 4 827, 2 me DEAR AU À Pa on CA EA ° 


Pour s'en assurer, il suffit de développer les diffé Zn — 2, figurant dans 
(56. 3) sous le signe d'intégration, en une série de Taylor suivant les différences 


za — r4 dans le nouveau système de coordonnées, et de tenir compte de (56.4). 
Ainsi, les B;7 sont les composantes d'un tenseur de second rang, tandis que les 
quantités À, ne sont pas des composantes d’un vecteur; il s'ensuit que si les 44 
sont nuls dans un système de coordonnées, elles ne le sont pas nécessairement 
dans un autre. Ainsi, les 4, ne peuvent servir de caractéristique invariante 
des variations systématiques. 
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Dans le cas où l’on n’a pas introduit une métrique dans l'espace 
(ty, Zos + + + Zn), On peut écrire l'équation d’Einstein-Fokker sous la forme 
suivante: 


dv Ô (] U (e) 
OT — Oz [S-Bas (+)]- 37e (Rav): 


Ici v = wQ, de sorte que la probabilité de l'état dx est égale à v dz; À est une 
quantité positive arbitraire, qui se transforme selon la formule 


 — ® (Zys Tao ++ » Tn) _— ; 1 ô . 
A'=A O(Z{, T4, Th) BR AR 0z4 (Bag) ; 


R, est le vecteur servant à caractériser la variation systématique de z,. On 
conçoit que son choix ne peut être univoque, vu le choix arbitraire de A. 


Comme premier exemple, considérons le mouvement brownien 
en l'absence de forces extérieures, dans un espace à trois dimensions, 
en admettant que l’état de la particule est déterminé par la défini- 
tion de ses coordonnées x, y, z. Le processus étant homogène dans le 
temps, la probabilité de transitions ne dépend que de la longueur 
de l’intervalle de temps, quels que soient les instants initial et final. 
Comme il n’y a pas de déplacement systématique, 4, — 4, = 
= À, = 0. En outre, du fait de l’isotropie et de l’homogénéité du 
milieu dans lequel a lieu le mouvement brownien, les directions des 
axes x, y, z sont parfaitement équivalentes, voilà pourquoi B,, — 
— B,, = B,, = D = const et, de plus, B,, — B,. = B;,, = 0. 
Cette dernière égalité résulte de (56.3), si l’on remarque qu'un 
déplacement pour lequel le produit (x — x,) (y — y.) est positif 
et un déplacement pour lequel ce produit est égal au précédent en 
valeur absolue, maïs est de signe négatif, sont équiprobables. Com- 
me on utilise les coordonnées cartésiennes, Q = 1. 

Pour la probabilité de transition w = w (xs, Yo, 205 t, x, y, 2) 
l'équation (56.6) prend la forme 


dw d°w d°w d°w m. 
dt — Ge OyŸ  dz° | (96.7) 
Sa solution vérifiant les conditions initiales et la condition de norma- 


lisation *) est la suivante: 


— 1 __ (z— 20) + (y — yo) +(2—20)° 
D UGnDHse exp { Re  S + (56.8) 


*) Voir par exemple: Frank Ph., Die differential — und integral — gleichun- 
en er Mechanik und Physik, zweiter (physikalischer) Teil, Braun Schweig, 
1935. 
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$ 57. Le mouvement brownien rotatoire 


Examinons le problème des rotations qu'effectue une particule placée 
dans un liquide ou un gaz, sous l'action du mouvement thermique. On caracté- 
rise l'orientation spatiale de la particule par les angles polaires Ÿ, ç. qui fixent 
la position spatiale d’une certaine direction liée à la particule (et que nous 
appellerons axe de la particule). Nous n’envisagerons pas les rotations de la 
particule autour de cet axe. On admettra, en outre, que la particule est soumise 
à l'action d'un moment de forces 4/ (1, 8) qui fait tourner son axe dans le plan 
du méridien, i.e. dans le plan @ = const. Un tel moment rotatoire s'exercera 
sur une particule possédant un moment électrique p dirigé suivant son axe, et 
placée dans un champ électrique d'intensité Æ, orienté suivant l’axe polaire 
du système de coordonnées Ÿ, q fixe. Dans ce cas 


= —p£ sin Ÿ. 


Pour pouvoir résoudre ce problème, introduisons la probabilité 
w sin Ô dû dy. La projection An du déplacement angulaire de la direction de 
l’axe de la particule A6 sur le plan P, faisant un angle L avec le plan du méri- 
dien passant par la direction initiale de l'axe, est égale à la somme des pro- 
jections du déplacement suivant le méridien et suivant le parallèle. Aux termes 
du premier ordre en AÛ et Ag près, cette projection peut être écrite sous la forme 


A6ôP = A6 cos x + A sin Ÿ sin + (57.1) 


(dans cette approximation, on peut négliger la courbure de la sphère unité, et 
assimiler AôP, A8 et Ao sin © à des segments du plan). 

Puisque les molécules exercent sur la particule des poussées uniformes 
suivant toutes les directions, le carré moyen de la projection du déplacement 
doit être indépendant de la rotation du plan de projection P. Compte tenu de 
(56.3) et (56.4) (en raison de la dernière condition, l'expression approchée (57.1) 
pour A6 est bien suffisante), on obtient 


2 4 —————— 
lim 2 = BPp=lim 7H (AŸ® cos x +2A6ÛAG sin Ÿ cos x sin x+ 
T=0 


+ A sin? Ô sin?) — 
= B69 cos? x + 2B9, sin 8 cos Y sin x + Bog Sin? = 


=+ (B606 + Br Sin° 0)+— (Boo — B,, sin* 9) cos 2x + 


+ _ Boo sin Ÿ sin 24. 


Cette expression doit être indépendante de A de à et de t (de cette dernière, en 
raison du caractère stationnaire de la loi des chocs); an doit donc avoir 


B66<+ Boy Sin? Ÿ = const = D, (57.2) 
Be = (0. (57.3) 


La variation systématique de l'angle est due à l'action du moment des 
forces M. La vitesse R9 de la variation systématique de l'angle 8 doit être 
égalée à la vitesse angulaire de rotation de l'axe de la particule autour de l'axe 

erpendiculaire au P an du méridien et égal à M/h, h étant le coefficient de 
rottement lors de la rotation. 
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Notons Ag l'angle de rotation autour de cet axe au cours du temps t. On 
a alors 


Ro = Jim As 
T0 T 


(57.4) 


Exprimons à présent l'angle A65 en fonction de A8 et Aw aux termes du second 


AŸ* .  AQ* 
7 _—=2B6o et lim + = 2B,9 ne sont pas nuls. 


Désignons par Ô et p les angles déterminant les directions de l'axe de la 
particule à l'instant + — 0 et par 0’ — 8 + AŸ et p’ — p + A, les angles définis- 
sant cette direction à l'instant t; on notera A6 le déplacement angulaire de 
l'axe. A l’aide des formules de trigonométrie sphérique, on tire de la figure 23 
(toutes les lignes qui y sont représentées sont des 
arcs de grands cercles) : 

cos Ÿ’= cos À cos A + sin Ô sin A6 cos Ÿ. 
sin 0’ _ sin A6 
sinŸ  sinAp' 


ordre près, puisque lim 


tg Ag = —tg A6 cos w. 


On en tire, en approximation, 
A6 -- V AB? Ag° sin? 0 + Ap‘A6 sin Ô cos #, 
A6 sin #=— Av sin 8 (1 + cos BAD), 
A9 = — A6 cos ÿ = V’ AÏ?— A6: sin? p— 
= VAT AGEAU cos D sint = A0 — Aptsin d cos à 
et 


Ro=lim — ]im 


Ado A8 __ 1 in 8 cos 8 lim AP — 
rx-0 T T 2 T 
= Ag —sin Ÿ cos 8 B,y = 4e — D cotg Ô. 


En posant Rg = M/h, on obtient 


Fig. 23 A9 = + cotg Ÿ. (57.5) 


Dans le cas considéré, selon (56.6), on écrira l'équation d'Einstein-Fokker 
sous la forme 
1 ro? 9 
D EAU sin Ÿ) + 5 


2 
— (Brwt) Sin ŸÜ — 
=: | y4p ) 


000% ° 


En y portant Bpo et Boy de (57.2), Boy de (57.3), Ag de (57.5) et 4, = 0, on 
obtient 


( 
96 (Açw sin Ÿ) + 


. ôw d dw M D  d°w 
sin 6 sin Ô [D SE Tv )+ sin ET . (57.6) 


Supposons d'abord que le moment M——X sin 0, K—const (dans le 
cas du dipôle envisagé plus haut, XÀ—pE). L'énergie potentielle correspon- 
dante est égale à e—K cos 8, M = —6%e/06. Par raison de symétrie, la dis- 
tribution stationnaire de w, ne doit évidemment dépendre que de #, et doit 
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vérifier l'équation qui se déduit de (57.6), si l'on y pose 0w/t = 0, 8w/ôg = 0, 
"où 


. wo M L 7 L 

sin Ÿ (Deux )=C . 
Il est facile de s'assurer que la constante C’ doit être posée égale à zéro, sinun 
il serait impossible de normaliser la solution. En substituant M — —0e/08, 


on obtient 


ôw) np de — 
Ds Tr 28 —° 


Cette équation a pour solution 
9 = Ce” !/RD, 


On détermine la constante C à partir de la condition de normalisation 
T 


27 | w, sin Ÿ dû = 1. (57.7) 
0 


La distribution de w, se présente sous la forme de la distribution de Boltzmann 
(ou sous la forme de la distribution canonique de Gibbs). Afin que la coïncidence 
soit complète, il faut poser 


Dh = kT. (57.8) 


Cette relation, établie pour le mouvement brownien rotatoire, est parfaitement 
analogue à la relation établie pour le mouvement brownien de translation. En 
supposant que la particule est une bille de rayon a, et en adoptant pour le caef- 
ficient de frottement à la rotation l'expression de Stockes , h — 8nna*, où 
est le coefficient de viscosité du liquide, on trouve, pour le coefficient de 
diffusion D du mouvement brownien rotatoire, la formule d'Einstein: 


kt 
B8xna ‘ 


Pour calculer les probabilités de transition, supposons que M = 0. Comp- 
tons Ÿ par rapport à la direction de l'axe de la particule à l'instant !,; dans 
ces conditions, par raison de symétrie, w sera indépendant de . En remarquant 
encore que le processus est homogène dans le temps et que les probabilités de 
transition ne dépendent que de la longueur de l'intervalle de temps t, on peut 
poser {, — 0 sans porter atteinte à la généralité des développements. On tire 
de (57.6), pour la densité de probabilité de transition w (0, r, 8) l'équation 


D = (57.9) 


ôw Ô 0w - 
sin =D (sinoe ). (57.10) 


On peut déterminer le carré moyen du sinus de l’angle de déplacement 
de la particule à l’aide de cette équation, sans avoir à résoudre cette dernière, 
en procédant de la façon suivante. Remarquons d'abord que 


TI 
sin® 0 — 27 | w sins Ü dÜ. (57.11) 
0 


*) Voir par exemple: Lamb, Hydrodynamics. 
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En multipliant (57.10) par 2x sin? 8 et en intégrant sur 8, on obtient 


ñ a 
ow d —— © Ô ôw 
e 3 = * 2 = e ae e 
21 | sin Ÿ FTE dù Ar Sin Ô = 2rD sin — (sin DT ] 80. (57.12) 
0 


Transformons l'intégrale figurant dans le second membre en intégrant par 
parties deux fois de suite, tout en remarquant que sin Ÿ s’annule aux limites 
‘intégration. On obtient ainsi 


T 


a Ô . 0w : 
Î sin rs (sin 6) dû — 
I T PL 
= —2 | sin? Ü cos Ÿ dd —4 \ w sin ÔŸ dû —6 | w sins Ô d6. 
( (t 0 


En portant ce résultat dans (57.12), on obtient, compte tenu de (57.11) et (57.7), 


_. sin? Ô—4D—6D sin° 8. 


En intégrant cette équation différentielle pour sin? & avec la condition initiale 
sin® À — O0 pour t — 0, on trouve 


sin? =+ ({—e" 621), (57.13) 


Lorsque t est petit, on peut remplacer sin? 8 par 82, et4 — e”$Df par 6Dt; 
on trouve alors la formule d’Einstein 


03—4Dt, (57.14) 


qui est, en tout point, analogue à la formule correspondante, établie pour le 
mouvement brownien de translation [voir formule (53.1) pour le mouvement 
dans un plan]. Lorsque t est très grand, la fonction e-6Dt tend vers zéro, et 
sin? Ÿ tend vers 2/3, valeur correspondant à l'équiprobabilité de toutes les 
directions. 

La solution (non négative) de l'équation (57.10), vérifiant la condition 
de normalisation (57.7), et s’annulant partout pour t = 0, peut être trouvée, 
pour Ÿ 0, par les méthodes générales de résolution des problèmes aux limi- 
tes *); cette solution est de la forme 


w == _. D (2n+1) P, (cos 8)e—"n+DDe 
n=0 


où P, (cos Ÿ) sont les polynômes de Legendre satisfaisant aux conditions d'or- 
thogonalité 


x . 
| Ph (cos Ô) Pm (cos À) sin Ÿ dû — { Ba k Lab 
0 


*) Voir, par exemple, Courant R.. Hilbert D., WMethoden der mathemati- 
schen Phystk, t. 1, ch. V,$ 4 
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S 58. Problèmes d’accès aux frontières. 
Application au calcul du nombre 
de chocs que subit une particule brownienne 


Dans ce paragraphe, il sera question de problèmes particuliers de la théorie 
des processus aléatoires. Ces problèmes concernent des questions qu'on ne peut 
traiter que si l'on connaît la probabilité pour qu'au bout d'un temps donné, 
la particule brownienne parvienne à la limite d'un volume donné. Le cas le 

lus simple est celui qui apparaît dans l’étude du dispositif expérimental de 

rillouin *). Brillouin traitait les parois du récipient contenant le liquide 
et les particules browniennes. de telle sorte que toute particule qui entrait 
en contact avec les parois du récipient y adhérait et ne faisait plus partie du 
système. Brillouin détermina ensuite le nombre de particules ayant adhéré 
à la paroi au cours d'un intervalle de temps donné. 

Envisageons d'abord le cas unidimensionnel. Soit z la coordonnée du 
centre de la particule brownienne ou, plus généralement, un paramètre déter- 
minant l’état du système considéré **). Supposons qu'à l'instant t = O0, la 
particule (on parle d'une particule afin de concrétiser l'exposé) se trouvait 
au point x, et notons W (x, t) la probabilité pour qu'au cours du temps t, cette 
particule parvienne ne serait-ce qu'une seule fois soit au point a, soit au point 
b. Notons encore v (x, t, Ë) a la probabilité de transition de la particule, au 
cours du temps ?, du point x à l'intervalle (E, £ + d£), sans atteindre la frontière 
a ou b. La probabilité pour que la particule issue du point x parvienne, au bout 
du temps f, à un point de l'intervalle (a, b), et cela, sans atteindre la frontière 


a ou b, est égale à [ v (x. t, £) d&; d'autre part, cette probabilité est évidem- 


a 
ment égale à 1 — W (x, t), de sorte que 


(zx, t, É)d+W (zx, 1)=1. (58.1) 


© 


La probabilité W (x, t + t) pour qu'il se produise au moins une collision 
au cours du temps t + t est égale à la somme de deux probabilités: la pro- 
babilité W (x, +) pour qu'une collision se produise au cours du temps v. et 
la probabilité pour qu'aucune collision ne se produise au cours du temps t—, 
mais qu'une collision se produise au cours de l'intervalle de temps supplé- 
mentaire t; cette dernière probabilité est égale à 


b 
ÉCEELIEL 
a 
On arrive ainsi à une relation rappelant (54.3): 
b 
W(z, tT+t)=W (x, + | v(z, t, E) W(E, t) dé. (58.2) 


a 


*) Brillouin L., Ann. d. chim. phys., 1912, Bd 27, S. 412. 

*+) L'exposé est inspiré par les publications: Pontriaguine L. S., Andro- 
nov A. A. Witt A. A., JETF, 1933, 3, p. 172; Kolmogorov A. N., Léonto- 
gitch M. A., Zur Berechnung der Brownschen Fläche. Sow. Phys., 1933, Bd 4. 
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Aux extrémités x = a et x — b d'un segment, la probabilité W (x, t) est égale 
à l'unité pour toute valeur de t (ce qui signifie que la frontière a déjà été at- 
teinte à l'instant t = 0): 


Wa t)=W(b,t)= 1. (58.3) 


Pour toutes les valeurs de x comprises dans l'intervalle (a, b), la probabilité 
W (x, t) est évidemment égale à zéro à l'instant ? = 0, i.e. 


W(z, 0)=0, a<z<b. (58.4) 


Faisons certaines hypothèses concernant la densité de probabilité v (x, t, Ë) 
et exprimant le fait que le mouvement de la particule est continu. Ces hypothè- 
ses permettent de ramener la résolution du problème à celle d’une équation 
différentielle. Si l'on élimine la condition que les points a et b ne doivent pas 
être atteints, la probabilité v (x, t, Ë) no sera pas égale à la probabilité de tran- 
sition w (x, t, Ë) qui a été considérée au $ 54, et l'on aura évidemment r< w. 
Par conséquent, si la condition (54.11) est réalisée pour la probabilité w (x, +, Ë), 
une condition analogue doit exister pour la probabilité v (x, t, Ë). à savoir 


b 


1 
lim + | u(z, T, E) [E—z|S dd =0. (58.5 
T—0 ù 

Si le temps + tend vers zéro, la probabilité d'arrivée de la particule à la 
frontière a ou b tend aussi vers zéro; par suite v tend vers w,et tend partout 
vers zéro lorsque E £ x. En supposant que cette évolution vers zéro est suffi- 
samment rapide, on aura 

+00 


b 
lim + | Gaves, Datstin+ | nv 5, Dét=44), (689 
T0 


+00 


a 

1 F 1 

lim — | (—z)®v (x, Tv, E)dé= lim — | Œ—z)Aiw (zx, T, E) dé=2B(z) (58.7) 
a 


où À (x) et B (x) ont évidemment la même valeur qu'au $ 54); en outre, 


b +00 
lim {ver Da | 06, 1,5æ4}=0 689 
T0 ' LA 
et, en tenant compte de (58.1), 
lim À & DRE (58.9) 
T0 


Pour établir une équation différentielle pour W (x, t), on développera en 
une série de Taylor, suivant les puissances de £ — x, l'expression W (£, t) figu- 
rant, dans (58.2), sous le signe d'intégration. On obtient alors 


b 
W(z, t+t)=W (x, 1) + | {w (e, t) + (È— x) ME t) + 


—z)3 0Wi(z, —z)s OSW (z;, 
4 2M D 4 GET PME D Yo x, EE, 
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où z, est une valeur comprise entre x et £.-Après intégration membre à membre, on. 
obtient 


b 
WG += We, + We 0 Vote, <, D&+ 


b 
OW (x, t - 
+ 7E9 | (E— zx) U(z, T, ë) de + 


a 


b 
1 O°W (zx, 
+ RE Ve—atote, +, ba+ 


b 
1 93W (x1, 1) 
SR Gap ot, +, D &. 
d 
Eu remplaçant, dans le deuxième terme du second membre | v(x, T, Ë) dé par- 


1 
1— W (x, +) selon (58.1), en retranchant des deux membres W (z, t) et en. 
divisant par + on obtient 
W (x, +7) W (x, 1) 
—— —— — — 


LACEUR 


2 We, 074 ED 


) 
PC LL. 


b b 
+5 (eat, s Det [SE G—apote, x D 


En passant à la limite pour + — 0 et en remarquaunt que le premier terme- 
du second membre s’annule alors en vertu de (58.9), que le dernier terme de:- 
ce même membre s’annule en vertu de (58.5), tandis que les coefficients de 
0W/ôz et 92W/0zx° tendent vers À (zx) et B (x) et le premier membre tend vers. 
oW/ot, on obtient 


OW (x, t) dW (zx, t) 
ôt 0x? ° 


La solution de cette équation différentielle, dont le second membre contient 
un opérateur conjugué *) de l'opérateur figurant dans le second membre de 
l'équation d'Einstein-Fokker (54.13), représente, pour les conditions aux li- 
mites (58.3) et les conditions initiales (58.4), la probabilité cherchée W (z, t). 

A l’aide de cette équation, on peut calculer la valeur moyenne du temps. 
que met une particule brownienne, qui se trouvait initialement au point z con- 
tenu dans l'intervalle (a, b), pour atteindre l’une des limites de cet intervalle. 
La probabilité pour qu'une première particule parvienne à l’une des frontières 


— A (x) VEN + (x) (58.10) 


*) Voir par exemple: Courant R., Hilbert D., Methoden der mathematischen: 
Physik, À. 1. 
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au bout d'un temps compris entre 7 et # + dt, est égale à T dt. Par conséquent, 
la valeur moyenne ? — 4f ( x) du temps mis à atteindre une frontière est égale à 


1=M (z)= | t ue dt. (58.11) 
0 


‘Cette expression vérifie l'équation différentielle que l’on établit de la façon 
suivante: dérivons l'équation (58.10) par rapport à {, multiplions par t et inté- 
-grons sur {, de 0 à oo. On obtient 


O0 œ 
0°W Ô 0W 0° oW 
era (a) MEATICE= Â: FT dt. (58.12 
0 0 


En intégrant à gauche par parties, on trouve 
C4 OW ‘jo 
| l TO at=| : + |, —W (x, 00) + W (z, 0). 
0 


Le terme entre crochets est égal à zéro, puisque, pour £{ —+ co, Ja probabilité 
W (x. t) tend vers l'unité (c’est la probabilité pour qu'en fin de compte la parti- 
cule parvienne nécessairement à l’une des frontières), quel que soit x; par con- 
séquent, 9W/0t tend vers zéro. La quantité t 9W/at doit, elle aussi, tendre vers 
zéro, sinon l'intégrale de (58.11) ne sera pas convergente, et la notion de temps 
moyen serait dénuée de sens. En outre, en vertu de (58.4), W (x, 0) = 0, et par 
suite 


t 0 
°W 
0 


En portant cette valeur dans (58.12), on obtient une équation différentielle pour 
M (zx): 


o0M 
= — &. 
3 = 1. (58.13) 


B (e) + A (a) 


«Comme le temps d'arrivée aux frontières de l'intervalle est égal à zéro, on a 
M (a) = M (b) = 0. (58.14) 


D'après la nature du problème. la solution doit évidemment être positive. 

A titre d'exemple, considérons le cas simple d’un mouvement brownien 
unidimensionnel. Dans ce cas (cf. $ 55), À (x) = 0, B () — const — D. L'équa- 
tion (58.10) se présente ici sous la même forme que (54.13). Pour le temps moyen 
d'arrivée aux frontières x = 0 ou z = a on obtient l'équation 


d'M 4 
dr —_ D M (0) = M (a) = 0. 
‘Sa solution 
__ æ(a—x) 
M (x) = 2D (0<Lz<a) 


présente un maximum pour x = a/2 égal à M (a/2) = a?/8D. 
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On peut généraliser ce problème au cas à plusieurs dimensions. On peut 
aussi formuler le problème du calcul de la probabilité W (z,.z2, ..., x,:t) pour 
ue le point représentant l’état du système et qui se trouvait à l'instant t = 0 
ans Ja position (x, 2, ..., zh) à l'intérieur de la région $ de l'espace à n 
dimensions, arrive, au cours du temps {, atteindre au moins une fois la frontière 
R de cette région, la première arrivée à la frontière se produisant dans une partie 
donnée L de celle-ci. A l’aide de raisonnements parfaitement analogues à ceux 
dévelop Rs ci-dessus, on démontre que cette probabilité vérifie l'équation dif- 
érentielle 


0W 0W 0°W 
DE EPA + D Bu Oz 0x, ? (58.15) 
où 4, et B,, prennent les mêmes valeurs que dans (56.3). Les conditions aux 
limites sont, pour la partie L de la frontière, 
W (ais tes cs. tn5 1) = 1 (58.16) 


(la partie choisie L de la frontière est atteinte dès l'instant t — 0) et pour la 
partie restante RÀ — L de la frontière, 


W (zis Zoo oo) Zn3 1) = 0. (58.17) 
Pour tous les points contenus dans $, les conditions initiales sont : 
W (tu Zoe cos Zn5 0) = 0. (58.18) 


$ 59. Application à la théorie de la coagulation des colloïdes 


Les méthodes exposées ci-dessus peuvent être appliquées à la théorie de la 
coagulation des colloïdes, élaborée par Smoluchowski *). On admet que si deux 
particules colloïdales entrent en collision, elles s'unissent pour former une parti- 
cule plus grosse, ce qui implique que les dimensions des particules colloïdales 
croissent de plus en plus. Lorsqu'elles deviennent très grosses. les particules 
colloïdales tombent au fond du récipient, sous l’action de la force de pesanteur, 
et s’éliminent de la solution. Pour que ceci puisse produire, il faut que les parti- 
cules colloïdales soient électriquement neutres. sinon les forces de répulsion 
s'exerçant entre les particules retarderont l’évolution du processus de coagula- 
tion, ou s'y opposeront. 

Le problème se ramène donc au calcul du nombre de chocs mutuels entre 
les particules. On notera que ce problème concerne aussi les réactions chimiques 
en milieu liquide (dans ce cas, le rôle de la particule brownienne est assumé par 
la molécule du soluté), ainsi que la théorie des chocs de seconde espèce dans les 
liquides. lorsque l'énergie interne de la molécule est transformée, lors du choc, 
en énergie du mouvement de translation. 

Soient deux particules de forme sphérique **). Notons x;, y, =, les coordon- 
nées de la première, r+, y2, 22, celles de la seconde ct a le rayon de ces particules. 
Désignons par W (1, Us 23, To Vos 32, t) la probabilité pour qu'au cours du temps 
t, ces particules entrent au moins une fois en collision, si, à l'instant t — 0, elles 


*) Smoluchowski M. V., — Phys. Z., 1916, 15, S. 593; Z. f. Phys. Chem., 
1917. Bd 92, S. 129. 

**) La forme de la démonstration qu'on donne ici diffère de celle donnée 
par Smoluchowski. Ce dernier utilise l'équation d'Einstein-Fokker pour la densité 
de probabilité v (z,, /. x) ($ 54), et non pas l'équation conjuguée, donnant la 
probabilité W (ro, t). On peut démontrer que ces deux méthodes sont équiva- 
entes. 
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se trouvaient respectivement aux points (r,, y1, :) et (x2, y2, 22). Cette proba- 
bilité est égale évidemment à la probabilité pour qu’au cours du temps t, le 
centre de la seconde particule atteigne, au moins une fois, la surface de la sphère 
Z de rayon 2a, décrite autour du centre de la première particule. L'équation de 
cette sphère est 


(rico) + (va — ya)? + (1 — 22) = 40. 


L'état du système de deux particules peut évidemment être déterminé 
en indiquant la position d’un point de coordonnées x, Yy, 21 Zos Yo, 52 dans un 
espace à six dimensions. La probabilité de collision W est égale à la probabilité 
pour que le point représentatif touche la surface de la sphère Y. Le point repré- 
sentatif peut se trouver dans une région £ de cet espace, définie par 


(za — 29) + (ya — ya) + (a — 22) > 40. 


La région $ est délimitée, d'une part, par la surface Z ; c’est la partie de la 
frontière que doit atteindre la particule. L'arrivée de la particule signifie qu'un 
choc se produira, ce qui implique que, sur la surface Z, la probabilité W = 1 
quel que soit t (le choc s’est déjà produit à l'instant £ — 0). D'autre part, la 
surface se trouvant à l'infini représente la partie restante de la frontière, où 
W = 0, quel que soit le temps t. 

Il s'ensuit que la probabilité W satisfait à l'équation conjuguée de l’équa- 
tion d'Einstein-Fokker. Dans le cas qui nous concerne, comme il n'y a pas de 
déplacements systématiques, tous les 4, = 0 et, par raison de symétrie, B,, = 0 
et By, = D (où D est le coefficient de diffusion) ; l'équation se présente donc 
sous Ja forme suivante: 


0?W oW 0°W 0°W ] 


0W 0°W 0°W 
a D (ar tar at tar tant a). (64) 


La probabilité W ne dépend évidemment que de la distance de séparation des 
particules, i.e. de 
r— Vi 20) + (pi — ya) + (21 — 29)2. 


Introduisons, à la place de z,, yj, 2j, os Yas 29, la variable r. L'équation 
(59.1), définissant la probabilité W (r, t), se transformera alors en 


20 on EN (59.2) 
avec les conditions aux limites 
W (2a, t)=1, (59.3) 
W (oo, 1) = 0 (59.4) 
et les conditions initiales 
W (r, 0)=0 avec r > 2a. (59.5) 
Dans ces conditions, la solution de l'équation (59.2) prend la forme 
(r-2a)/2 V2Di 
W (r, = 2 _ e=®° dE. (59.6) 
r r V x : 


Lorsque { + œ, cette dernière tend vers la solution stationnaire qui vérifie 
l'équation (59.2) lorsque 
oW/ôt = 0 
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et qui est égale à ‘ 


lim wWw=# (59.7) 


e 
{00 4 


Connaissant cette probabilité, on arrive à calculer le nombre moyen v (t) de 
chocs que subit, au cours du temps {, une particule donnée de la part des parti- 
cules environnantes. Soit N, le nombre moyen de particules que contient l'unité 
de volume à l'instant t — 0. Le nombre moyen de chocs que subit la particule 
considérée de la part des autres particules, au cours du temps t, est égal à *) 


O=N, | W (r, 1) dv, (59.8) 
l'intégration étant étendue à tout l’espace, sauf la sphère Z de rayon 2a décrite 


autour du centre de la première particule. 
En différentiant (59.8) par rapport à ! on obtient, compte tenu de (59.2), 


En oo 
dv OW (r, t) : | 0 (Wr) 
di =, | RE ave svp 7e "dr. 
2a 
En iemarquant que 9°(Wr) 1 8 r° —) on trouve 
u a 4 dr _r ôr or | 
dv . 4W 
= 8nN D [r TL. (59.9) 


On tire de (59.6) 


ww (r-2a)/2V2Dt 
r- Dr — — 2a + 


= Egg— 207 exp {— (2e } . 


vx ".  y2rDt 8Dt 


*) Le nombre des premiers chocs de la particule 1 avec toutes les autres 
(les chocs répétés de la particule 1 avec les autres particules n'étant pas pris en 
compte) peut s'exprimer par 
DL 
A 


où 6, = 1. si la s-ième particule est entrée, au moins une fois, en collision avec 
la particule considérée; dans le cas contraire 6, — 0. La sommation doit être 
étenduc à toutes les particules (excepté la particule 1). Si les positions initiales 


des particules ont été données, le nombre moyen v (b) est égal à Y» ô, et comme 
8 
68 =1-Wrn 1) +01—Wi(r, 1] = W (rs t), 


cette moyenneest égale à > W (r.. !). Cette dernière expression peut être écrite 
« s# 
sous la forme | dn W (r,, t), dn étant égal au nombre de particules contenues dans 


l’élément de volume dY situé à la distance r du centre de la particule 1. De toute 
évidence, dn est égal soit à zéro, soit à l'unité. En admettant qu’à l'instant 
t = 0, le centre de n'importe quelle particule peut avec la même probabilité 
se trouver n'importe où, dans l’espace extérieur à la sphère de rayon 2a, en 
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11 est facile de voir que pour r —+ o, la quantité r°0W/or tend vers zéro. Pour 
r — 2a, ce même terme est égal à 


rè Te = 2e (+ ].- 


En portant ce résultat dans (59.9), on obtient 


dv 44 
gr = 107 Da (1 +7) 


ce qui donne, après intégration, 


(59.10) 


svt). 


v (1) =1671N , Da (++ VD 


Lorsque t est grand (Dt > a*), on peut négliger, dans la parenthèse, le deuxième 
terme devant le premier; on obtient alors 


Ÿ (1) = 16nNDat. (59.11) 


ce expression est immédiate si l'on porte la valeur limite de W (59.7) dans 
9.9). 


$ 60. Les moyennes temporelles pour les processus aléatoires 
considérés comme des chaînes de Markov 


Conformément au sens de la notion physique de probabilité, les 
probabilités d'état et les probabilités de transitions nous donnent 
la fréquence relative de rencontre d’un état donné ou d’une transition 
donnée lors de l’étude d'ensembles déterminés de systèmes identi- 
ques, ou de transitions données dans ces ensembles de systèmes 
Les valeurs moyennes (espérances mathématiques) sont des moyennes 
prises pour ces ensembles (par exemple pour un très grand nombre 
de particules browniennes identiques). Démontrons cependant que, 
pour un processus homogène dans le temps ($ 54), s’il existe une 
probabilité stationnaire limite, cette probabilité stationnaire d’un 
état quelconque est liée au temps de séjour d’un système déterminé 
dans cet état. 

En conséquence, on peut identifier (dans le sens de ce terme 
précisé plus bas) les moyennes prises à l'aide des probabilités stationnai- 
res d'une fonction d'état quelconque aux moyennes temporelles de 
cette même fonction évaluée pour un très long intervalle de temps. 
C'est pour cela que ces valeurs stationnaires moyennes sont inter- 
prétées comme les valeurs de la grandeur considérée correspondant 
à l’état d'équilibre thermodynamique, la probabilité stationnaire 


prenant la moyenne sur toutes les positions initiales des particules et en remar- 


. uant que dn = N,dV, on obtient 


v (t)= | anWi(r,t)=N; | W (r, t) dy. 
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d’un état étant elle-mème interprétée comme la probabilité d'état 
de la statistique thermodynamique. 

On notera, qu’au $ 55, on a déjà donné précisément ce sens à la 
probabilité stationnaire. Donnons une justification à cette inter- 
prétation. 

Commençons par démontrer deux théorèmes *) qui permettent 
d'établir ces liens. 

Supposons, pour simplifier, que l’état du système est caractérisé 
par le seul paramètre x. On peut considérer ce paramètre comme une 
grandeur aléatoire x, dépendant du temps t. Soit f (x;) une fonction 
d'état du système. Considérons sa moyenne temporelle 


es | T 
+ f (æ1) dt. 


Cette moyenne est une grandeur aléatoire dépendant de l'intervalle 
de temps 7 et de la valeur initiale x,. On la notera comme suit: 


f=Q(T). 


Démontrons les deux théorèmes suivants. 
1. Lorsque T° —> oo la moyenne (l'espérance mathématique) de 


la moyenne temporelle Q ({) =f tend vers la moyenne (l'espérance 
mathématique) de j (x) évaluée à l’aide de la probabilité stationnaire. 
2. La probabilité de tout écart donné de la quantité Q (T) par 
rapport à sa valeur moyenne définie en 1, tend vers zéro lorsque 
T — co. 
Démontrons d’abord le premier théorème. La moyenne qui nous 
intéresse est égale à 


Passons à la limite 7 —+ œ et remarquons que, puisque la probabi- 
lité stationnaire existe, on a 


Jim f(x) = lim | Î (z) w (ze t, x) dx = 


= | f (2) lim w (mo t, )dr= | f(x) w (x) dr =7 


*) Dans le cas d'état discrets, ces théorèmes ont été démontrés par Mi 
(cf. Mieses R., Wahrscheinlichkeitsrechnung, $ 16.6) qui désigne l'ensembleffe. 
ces théorèmes sous le nom de «théorème pseudoergodique ». 
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(f désigne ici la moyenne stationnaire). De ce fait, sur tout l'inter- 
valle 7, à l'exception d'une certaine partie de cet intervalle, dont 
la grandeur est indépendante de T, f(x;) diffère de f d'une valeur 
aussi petite qu'on le veut et 


T 
lim Q (T)= lim | F{z) dt =7, (60.1) 
— 00 ù 


C.Q.F.D. 

= Pour démontrer le deuxième théo- 
rème, considérons Île carré moyen de 
l'écart de la quantité Q (T) (la disper- 
sion) égal à 


Fig. 24 (Q—QP—-0Q7—0, 


et montrons qu’il tend vers zéro lorsque T7 croît indéfiniment. 
En utilisant la définition de la quantité Q (T), on trouve 


TT TT 
OUR = pr | | SG f (œu) dt du = 5 À TCDfCr) dt ar. (60.2 
0 O0 0 0 


En remarquant que (pour {”’ > t) la probabilité des valeurs successi- 
ves de x, (pour { = 0), de x (pour t) et de x” (pour ft’) est égale à 
w (to, t, z)w (x, t’ —t, x') dx dr’, on obtient 


TG TG) | À f (2) 1 (') 0 (6v À, 2) w (a, #1, 2°) de dr = 
= | f (x) w (to, t, x) dx | f(x')w(x, t'—t, x') da’. 


Dans l'expression (60.2), le domaine d'intégration sur t et {” est 
un carré défini par (0, 0) (0, T) (T, 0) (7, T). 

En passant à la limite 7 — co, remarquons qu’à l’intérieur de ce 
carré, partout, sauf dans une bande (hachurée verticalement sur la 
figure 24) entourant la diagonale t — t” dont la largeur D est indé- 
pendante de 7, { f(z’)w(x,t” —t,zx') dx’ diffère aussi peu qu'on 
le veut de sa valeur limite pour {” — { —> oo, qui est égale à 

lim | f(z')w(z, t'—t, zx") dx’ = | f(z')w(zx')dr'=f 

t’—t +00 
{lorsque £” << t, on doit permuter £ ett”). C'est pour cela que par- 
tout, sauf dans cette bande, f (x;) f (x) peut être remplacé par 


F\ Î (x) w (to, t, x) dx. De la même façon, on peut remplacer partout, 


sauf dans les bandes à hachures horizontales, [ f (x) © (os t, x) dx 
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u [ f (z')w (xo, t’, x’) dx’ dans le triangle inférieur] par f. Comme 
l'aire qu'on élimine ainsi est de l’ordre de DT (l'aire totale est égale 
à T?), et comme la quantité f (x:) f (xs) est partout limitée, à la li- 


mite, on peut remplacer, dans (60.2), f (x) f (xs) par fè. Il s'ensuit 
que 


ASS ._.. 1 
1 2— | = 
Jin 1Q (7)] = 11m T2 


à 


f (x+) Ÿ (&r) f (ze) dt dt'— 
0 


et par conséquent 
lim (Q—Q= lim (Q2— Q?) = f—f=0. 
T'— co 


Le fait que le carré moyen de l'écart Q tend vers zéro implique 
que la probabilité de tout écart Q tend aussi vers zéro. Il suffit 
d'utiliser le « lemme de Tchébychev », selon lequel la probabilité 


p (Q) pour que |@ — @ | soit plus grand ae a, vérifie l'inégalité 
et tend donc vers zéro avec (Q — . C.Q F.D. 


D 


Dans ce chapitre, on a examiné quelques applications de la 
théorie statistique des processus (mouvement brownien), ainsi que 
quelques propositions générales qui s’y rapportent. 

En introduisant les probabilités de transitions et en étudiant les 
processus se déroulant dans des systèmes physiques constituant des 
« chaînes de Markov », on arrive à décrire de façon satisfaisante des 
phénomènes analogues au mouvement brownien. 

On a aussi montré que la probabilité stationnaire est liée au 
« temps de séjour » du système dans l’état considéré. Cette théorie 
embrasse donc aussi bien les processus que les états d'équilibre 
thermodynamique, et met en évidence, d’une part, les fluctuations 
et, d'autre part, le caractère irréversible des équations phénoménolo- 
giques du processus. Ces dernières sont considérées comme des équa- 
tions valables pour les valeurs moyennes avec les conditions initiales 
données. Le mouvement brownien d'une particule soumise à l’action 
de forces quasi élastiques en est un exemple. Il a été établi que la 
valeur moyenne du déplacement vérifie l'équation exprimant le 


rapprochement monotone et « irréversible » vers la position d’équi- 
libre. 
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NOTES DU RÉDACTEUR 


1. L'’assertion selon laquelle une transition adiabatique entre, deux états 
4 et 2 d’un système est possible, ne serait-ce que dans un seul sens, peut être rem- 
placée par une assertion moins rigoureuse, à savoir: Etant donné deux états arbi- 
traires 1 et 2 d'un système, il existe un état 3 tel qu'une transition adiabatique est 
possible entre cet état et chacun des états 1 et 2, ne serait-ce que dansun seul sens. 
On se trouve alors en présence de quatre possibilités représentées par la figure 
4, sur laquelle les flèches indiquent le sens des transitions adiabatiques corres- 
pondantes. Les deux premières possibilités n'offrent aucun élément nouveau, 


ANAAA 


Fig. 4 


puisque 4 — 3 — 2 et 2 — 3 — 1 peuvent être interprétés comme des transi- 
tions adiabatiques 1 —+ 2 et 2 —+ 1. Dans les 3° et 4€ cas, on peut déterminer les 
différences d'énergie £, — Æ; et E, — E:4, en utilisant la méthode préconisée 
par l’auteur, ce qui permet de trouver la différence £, — E, =: (E, — E:) — 
— (Es — Es). 

On peut aussi utiliser une assertion encore moins rigoureuse: Pour des 
états arbitraires quelconques 1 et 2 d'un système, il existe des états intermédiaires 
3, 4, 5, ..., tels qu'une transition adiabatique, ne serait-ce qu'unilatérale, peut 
être assurée entre deux élats voisins de la suite 1, 3, 4, 5. . .., 2. (Bien sûr, on 
doit alors postuler que la valeur de la différence d'énergie qu’on cherche à dé- 
terminer est indépendante du choix des états intermédiaires.) 

La détermination de l'énergie d'un système, au moyen de son introduction 
dans une enceinte adiabatique, se heurte à une difficulté qui nous a été signalée 
par l’auteur lui-même. Il existe des états (par exemple à de très hautes tempéra- 
tures) pour lesquels il est impossible d'enfermer le système dans une enceinte 
adiabatique. Selon l’auteur, on doit alors faire appel à des conceptions atomis- 
tiques et déterminer l'énergie par le calcul de la somme des énergies cinétique 
et potentielle des atomes, ainsi que des champs de forces correspondants. 

2. Afin que les concepts d'énergie et d’impulsion soient invariants dans le 
sens relativiste, on doit les unir, dans la théoric de la relativité, en un seul quadri- 
vecteur impulsion-énergie. Les composantes spatiales de ce quadrivecteur forment 
le vecteur impulsion tridimensionnel usuel, tandis que sa composante temporelle 
représente l'énergie. Comme les composantes spatiales de ce quadrivecteur (i.e. 
du vecteur impulsion tridimensionnel usuel) sont des quantités essenticllement 
univoques, la quatrième composante, temporelle, i.e. ] énergie, doit être égale- 
ment univoque. C'est précisément comme composante temporelle du quadri- 
vecteur impulsion-énergie qu'on doit considérer l'énergie figurant dans la for- 
mule d'Einstein & = mcî. 
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3. Les considérations exposées avaient pour objet d'élucider la notion de 
quantité de chaleur sans avoir à démontrer l'équation (1.22). Ces considérations 
ont montré que l'énergie peut être communiquée à un système, non seulement 
en lui fournissant du travail, ce qui entraîne une variation des paramètres cx- 
térieurs ay, mais aussi de façon différente. L'énergie communiquée au système 

ar cet autre procédé, i.e. sans lui fournir du travail, est une quantité de cha- 
eur reçuo par le système. L'égalité (1.22) exprime une loi physique (et non une 
définition du concept de quantité de chaleur). Cette égalité exprime le fait que 
la variation de l'énergie du système est causée par le travail effectué ct la cha- 
leur reçue. Ceci n’implique nullement que le système et les corps environnants 
soient contenus dans une enceinte adiabatique. 

4. On peut préciser le sens du concept d'équilibre thermodynamique à l'aide 
des propositions suivantes: 1) à l'état d'équilibre thermodynamique, tous les 
changements macroscopiques du système cessent. ce qui signifie qu aucun para- 
mètre caractérisant les propriétés macroscopiques du système ne varie plus dans 
le temps; 2) un système parvenu à l'état d'équilibre thermodynamique demeu- 
rera dans cet état aussi longtemps que possible, à condition que les conditions 
extérieures ne changent pas. Le fait qu'un système se trouvant dans des condi- 
tions extérieures immuables finit par parvenir à l'état d'équilibre thermodyna- 
mique, est un postulat qu'on appelle parfois le principe général de la thermodyna- 
mique. Le processus de passage d’un système à l'état d'équilibre thermodynami- 
que est appelé processus de relaxation, et le temps au bout duquel ce processus 
prend pratiquement fin est le temps de relaxation. 

Le processus de relaxation peut évoluer si lentement, qu'à tout moment, 
l'état du système sera perqu comme un état d'«équilibre ». Mais il se peut que 
ce ne soit pas exactement l’état d'équilibre thermodynamique, le système étant 
encore le siège de transformations le conduisant vers cet état qui ne sera vrai- 
ment atteint que lorsque ces dernières prendront fin. Par exemple, un corps fer- 
romagnétique s’aimante lorsqu'on le soumet à l’action d’un champ magnétique 
permanent. Mais en présence d'hystérésis, l'aimantation ne dépend plus uni- 
quement de l'intensité du champ magnétique, mais aussi de l'histoire du pro- 
cessus d'aimantation. Un ferromagnétique aimanté se trouve non pas dans un 
état d'équilibre thermodynamique, mais dans un état métastable. 

. Lorsque le temps de relaxation est tellement long qu’on ne peut espérer 
voir arriver le système à l'équilibre thermodynamique, on peut soumettre Île 
système à des perturbations irrégulières s'amortissant peu à peu et mettre à 
profit la stabilité de l'état d'équilibre vis-à-vis de ces perturbations. En pro- 
cédant ainsi on peut déterminer si l’état considéré est un état d'équilibre thermo- 
dynamique, ou un état métastable. Considérons quelques exemples. 

Une brique placée sur un plan incliné est soumise à l’action de la force de 
pesanteur, mais est immobilisée sur ce dernier par les forces de frottement à sec. 
Cet état n'est pas un état d'équilibre thermodynamique. Un autre exemple frap- 
pant est donné dans le livre de John Tyndall « Heat »: « J1 y a quelques années, 
Canon Moseley a observé et interprété un phénomène de dilatation fort curieux. 
La galerie de la cathédrale de Bristol avait été recouverte de feuilles de plomb. 
Le toit avait 60 pieds de longs, et 19 pieds et 4 pouces de large *). Les feuilles 
de plomb avaient été posées en 1851, mais deux ans plus tard, elles s'étaient 
déplacées vers le bas de 18 pouces. Le glissement se produisait constamment, 
depuis le jour où les feuilles de plomb avaient été mises en place. Les tentatives 
entreprises pour arrêter la descente, en clouant aux poutres les feuilles de plomb 
ne donnèrent rien. car la force qui poussait les feuilles était telle qu’elle arra- 
chait les clous. Quelle était donc la cause de ce phénomène? Le plomb était sou- 
mis aux variations diurnes et nocturnes de la température ambiante. La chaleur 
qu il recevait pendant le jour provoquait sa dilatation. Si les feuilles de plomb 
avaient été posées sur un bâti horizontal, elles se seraient dilatées également dans 
toutes les directions, mais, sur un plan incliné, elles se dilataient plus librement 


*) Le pied anglais est égal à 30,48 cm ou à 12 pouces. 
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vers le bas que vers le haut. Par contre, au cours de la nuit, lorsque les feuilles 
se comprimaient, leur partie supérieure se déplaçait vers le bas plus facilement 
que vers le haut. Le mouvement des feuilles de plomb ressemblait à celui d’un 
ver de terre. Pour se déplacer chaque feuille avançait, pendant le jour, sa partie 
inférieure, et, pendant la nuit, sa partie supérieure. C'est ainsi que le toit s'est 
déplacé de 18 pouces en deux ans. Chaque variation temporaire de la tempéra- 
ture nocturne et diurne contribuait à ce mouvement; Canon Moselay constata 
plus tard que l’affaissement des feuilles de plomb se produisait le plus rapide- 
ment, lors des variations rapides de la température ». 

Soit une brique reposant sur un plan horizontal et bloquée entre deux res- 
sorts en hélice comprimés horizontaux, dont les extrémités opposées sont fixées 
à des supports verticaux. Si l’on déplace la brique, et qu'on l’abandonne ensuite 
à elle-même, elle ne reprendra pas sa position initiale, par suite du frottement 
à sec, mais s'arrêtera quelque part dans la « région de stagnation ». La brique ne 
se-trouve pas, alors, en état d'équilibre thermodynamique. Pour s'en assurer, 
il suffit de soumettre le plan sur lequel repose la brique à des vibrations irré- 
gulières, s’amortissant peu à peu. La brique se mettra alors à se déplacer sur 

e plan. pour enfin s'immobiliser dans la position correspondante à l’équilibre 
thermodynamique. 

Ün ferromagnétique aimanté (un aimant permanent) perd son aimantation 
si on le secoue, ou si on le soumet à l'action de courants alternatifs irréguliers 

ui s’amortissent peu à peu. On arrive ainsi à un état d'équilibre, dans lequel 
l'aimantation est égale à zéro. Les ferromagnétiques se comportent de façon ana- 
logue dans un champ magnétique extérieur permanent. 

5. En thermodynamique, on peut entendre les termes réversibilité et 
irréversibilité au sens large. comme au sens restreint. On dira au sens large qu’une 
transformation est réversible, si l’on peut ramener le système à son état initial, 
en suivant n'importe quel chemin, et de manière qu'aucun changement n'affecte 
tous les corps environnants. Si l’on n'arrive pas à le faire, on dira que la trans- 
formation est irréversible au sens large du terme. Lorsqu'on dit, par exemple, 
que le transfert spontané de la chaleur d’un corps chaud à un corps froid est 
irréversible, on comprend l’irréversibilité au sens large du terme. Un autre exem- 
ple d’irréversibilité, au sens large du terme est la diffusion mutuolle de deux gaz 
différents. En thermodynamique, on fait appel aux transformations irréversi- 
bles, au sens large du terme, dans les développements de principe à portée géné- 
rale. 

On dira qu’une transformation est réversible au sens restreint de ce terme, 
si la transformation inverse, qui ramène le système à l’état initial, non seule- 
ment ne provoque aucun changement dans les corps environnants. mais fait 
passer le système dans l'ordre inverse par les mêmes états intermédiaires que 
dans la transformation directe. 

L'auteur entend la réversibilité uniquemont au sens restreint de ce terme 
ct identifie réversibilité et caractère quasi statique des transformations. Ce 
point de vuc est pleinement justifié car il ne fait intervenir que des transforma- 
tions quasi statiques pour établir différentes égalités de la thermodynamique, 
le système se trouvant toujours, au cours de ces transformations, en état d'équi- 
libre, ce qui permet de lui appliquer l'équation d'état et différentes autres re- 
lations analogues. 

6. Lorsqu'on dit qu’une transformation quasi statique progresse de façon 
infiniment lente, on sous-entend que tout changement macroscopique du sys- 
tème ne peut a paraître qu'au bout d’un temps très long devant le temps de 
relaxation +. si intervalle de temps A! considéré ne satisfait pas à cette con- 
dition, i.e. At € %, lo système ne peut être le siège d'aucun changement macro- 
scopique, ou, plus exactement, ces changements sont négligeables et deviennent 
nuls à la limite At/t —+"0. Il faut toujours en tenir compte. Si l’on s’abstient de 
définir de façon précise les notions d'équilibre et de transformation quasi stati- 
que, en leur substituant des conceptions intuitives floues, on peut arriver à 
des conclusions erronées. Donnons-en un exemple. 
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Au $ 8, M. A. Léontovitch démontre que toute transformation quasi stati- 
que est réversible au sens restreint de ce terme. On retrouve cette assertion dans 
presque tous les manuels de thermodynamique. Quel est donc son fondement ? 
La transformation quasi statique consistant en une suite d'états d'équilibre, 
l'état du système n'est déterminé, à tout instant, que par la température et les 
paramètres extérieurs, mais leurs dérivées par rapport au temps ne caractéri- 
sent pas l'état du système. Il s'ensuit que l’état instantané du système ne dépend 
pas du seus d'évolution du processus quasi statique. Pour définir de façon uni- 
voque le sens d'évolution, il suffit de perturber l'état d'équilibre de façon infi- 
nitésimale. Mais si la transformation est quasi statique, le système passera ir- 
rémédiablement par des états d'équilibre. Ceci prouve la réversibilité des trans- 
formations quasi statiques. Afin d'éviter tout malentendu, il convient de pré- 
ciser que lorsqu'on parle d'équilibre thermodynamique ou de transformations 
quasi statiques, on entend que l'équilibre thermodynamique est caractérisé de 
façon univoque par les mêmes paramètres extérieurs et par la température du 
système, et non pas par les dérivées de ces paramètres par rapport au temps. Il 
arrive que, négligeant cet aspect de la question et insistant sur l’évolution infi- 
niment lente des transformations, certains auteurs réfutent la proposition énon- 
cée plus haut et soutiennent l'existence de transformations quasi statiques irré- 
versibles. A titre d'exemple, ces auteurs mentionnent le frottement à sec. l'ai- 
mantation des ferromagnétiques (ou la polarisation des matériaux ferroélectri- 
ques) caractérisés par l’existence d'hystérésis dans des champs forts, et, enfin, 
la déformation plastique des corps. Ces auteurs affirment que. mathématique- 
ment, l’évolution quasi statique de ces transformations peut être irréversible. 
On peut rétorquer que le caractère quasi statique des transformations irréver- 
sibles (si ces dernières existent réellement) ne peut être prouvé que par des mé- 
thodes physiques et seulement physiques, car À] s’agit là d’un problème d’exné- 
rimentation et de théorie physique, ne pouvant être résolu à l’aide de modeles 
mathématiques abstraits. I] ne faut jamais perdre de vue le fait que toute idéa- 
lisation et tout modèle d'un phénomène ont un domaine de validité limité et 
qu’on ne peut savoir a priori quelle est l'étendue de ce domaine de validité. A 
titre d'exemple, analysons les trois phénomènes cités ci-dessus. Tous les trois 
sont des phénomènes irréversibles, mais l’on peut contester énergiquement le 
fait qu'ils puissent être quasi statiques. Comme la théorie de ces phénomènes 
présente des insuffisances, on s’appuiera surtout sur les données expérimen- 
tales. 

Commençons par le frottement à sec, plus précisément par le cas du frotte- 
mont de glissement d'un corps reposant sur un plan horizontal. Ce qui importe, 
c'est que le frottement à sec s'accompagne d’un effet de stagnation et que la 
force de frottement correspondant à une vitesse presque nulle du corps est décrite 
par une caractéristique non seulement décroissante, mais aussi discontinue. Il 
s'ensuit que, pour mettre en mouvement un corps au repos. on doit appliquer 
à ce corps une certaine force minimale de valeur finie. Aussitôt après, vu l'allure 
décroissante de la caractéristique, le corps se met en mouvement à une vitesse 
finie. Un effet analogue peut se manifester lorsqu'on essaie d'inverser le sens 
du mouvement ; on observe alors un saut de la vitesse de mouvement. C'est là 
un fait de principe, qui ne peut être éliminé par l'amélioration de la précision 
des mesures. Par conséquent, le glissement d'un corps s'accempagnant d'un 
frottement à sec est une transformation qui ne peut être quasi statique. Pour 
que ce phénomène devienne quasi statique, il faudrait utiliser un très bon lu- 
brifiant (à la limite, un lubrifiant parfait). Mais, dans ce cas, le frottement 
disparaît. et avec lui, le caractère irréversible de la transformation. Pour véri- 
fier, par la pratique, l'évolution des phénomènes, le lecteur est invité à essayer 
de déplacer une lourde armoire. 1] constatera alors qu’on ne peut réaliser ce dé- 
placement de façon quasi statique. 

Le caractère non quasi statique du frottement à sec peut être démontré à 
l'aide d’un exemple concret. Lorsqu'on fait glisser l'archet sur les cordes d'un 
violon, on en extrait un son, même si la vitesse de déplacement de l'archet est 
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très petite. Un effet de même espèce, le crissement, se manifeste lorsqu'un corps 
solide glisse sur un autre corps solide, quoique les fréquences acoustiques pro- 
duites puissent se trouver au-delà du seuil d'audibilité. Or, on sait que la pro- 
duction des sons est un phénomène macroscopique non statique. 

L'aimantation d'un corps ferromagnétique. en présence d'hystérésis, est 
une transformation irréversible qui n’est pas quasi statique ; le caractère non qua- 
si statique de cette transformation se manifesto nettement dans l'effet Bark- 
hausen, l'émission de bruits accompagnant l’aimantation dans les champs forts, 
mème si le taux de variation du champ magnétique est très petit. Physiquement, 
cet effet résulte de la croissance par saut du volume des domaines et du change- 
ment de leur orientation, au cours de l’aimantation. On pourrait rétorquer que 
ce phénomène se déroule à un niveau microscopique, se présente sous la forme 
de fluctuations et n’est donc pas macroscopique. Cependant, à la différence des 
fluctuations, cette transformation n'évolue pas spontanément, mais seulement 
sous l’action d’un champ magnétique extérieur. Deuxièmement, chaque domai- 
ne, et à fortiori la multitude des domaines existant dans un corps, sont des objets 
macroscopiques. Le procédé le plus direct d'observation visuelle des domaines 
est celui des figures de poudre. On recouvre la surface soigneusement polie du 
ferromagnétique d'une mince couche de liquide contenant en suspension des 
particules d'une poudre ferromagnétique (par exemple Fe,0;) réduit à l'état de 
poudre fine. Les particules se déposent de préférence, là où le champ magnéti- 
que est le plus hétérogène, i.e. aux frontières entre les domaines, et font ainsi ap- 
paraître leurs contours. Les « figures de poudre » ainsi produites sont nettement 
visibles au microscope sous faible grossissement. L'étude des oscillagrammes de 
l'effet Barkhausen, ainsi celle des figures de poudre, ont permis d'évaluer ap- 
proximativement ie volume et les dimensions linéaires des domaines. On a 
déterminé que le volume d’un domaine est de l'ordre de 10-9 cm$. La longueur 
des domaines peut atteindre 2 à 3 mm. Des méthndes analogues d'observation 
des domaines sont utilisées pur l'étude des ferroélectriques. Ces domaines ont 
des dimensions macroscopiques. 

On retrouve la même situation dans le cas de la déformation plastique. 
Ici, le rôle des domaines est assumé par le: dislocations. La déformation plasti- 

ue n'est pas une transformation quasi statique. Considérons, par exemple, 
l'allongement d'une tige suspendue verticalement, sous l'action d'une charge. 
Si l'on fait croître lentement la charge appliquée. on observe d'abord une dé- 
formation élastique qui constitue une transformation quasi statique. Une fois 
la limite d'élasticité atteinte (notion qui n'est définie ni bien nettement, ni de 
façon univoque), on accède au domaine de la déformation plastique (domaine de 
fluage), qui est liée au déplacement et à la multiplication des dislocations. Pour 
expliquer pourquoi cette transformation n'est pas quasi statique, on invoquera 
les mêmes raisons que celles qui ont été avancées dans le cas d’un corps ferro- 
magnétique à hystérésis. Le caractère non quasi statique de la déformation plas- 
tique ressort aussi du fait que cette dernière aboutit à la rupture de la tige, 
même si l'accroissement de la charge est très lent. (Dans le domaine de fluage, 
la rupture se produit, même lors de la diminution de la charge appliquée.) 

Ces différents exemples sont suffisamment nets pour que l'on puisse émet- 
tre des doutes sur le caractère quasi statique des transformations lentes évoluant 
dans les systèmes doués de « mémoire ». Dans les applications techniques, on 
appelle système à « mémoire », tout système dont l'état final dépend non seule- 
ment des valeurs des paramètres extérieurs, mais encore du chemin suivi pour 
arriver à l'état final. Ce serait le cas, par exemple, si, au cours de la transforma- 
tion du système le lien entre ses paramètres intérieurs et les paramètres exté- 
rieurs était différentiel, au lieu d'être fini. Dans ces conditions, le résultat de 
la transformation dépendrait du chemin d'intégration et ne serait donc pas uni- 
voque. Or, les exemples donnés ci-dessus témoignent que si ces transformations 
sont irréversibles, elles ne peuvent évoluer de façon quasi statique. C'est pour 
cette raison que ces transformations ont été exclues de la définition des trans- 
formations quasi statiques. 
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On est en droit d'affirmer que les véritables états d'équilibre sont ceux qui 
sont déterminés de façon univoque par les valeurs des paramètres extérieurs 
et par la température du système. Les états apparaissant dans les systèmes à 
mémoire et qui semblent être des états d'équilibre ne satisfont pas en général 
à cette condition. Comme ces états peuvent subsister pendant un temps assez 
long, on pourrait les appeler états d'équilibre bloqué. Néanmoins, cet état de 
fait ne joue aucun rôle lorsqu'il s'agit de définir les transformations quasi sta- 
tiques. Ce qui compte surtout, c'est que, dans les transformations se présentant 
comme une succession d'états d'équilibre bloqué, le passage d'un état au sui- 
vant s'effectue par saut. C’est la cause physique de l'irréversibilité de ces trans- 
formations, et du fait qu'elles ne peuvent être quasi statiques. 

7. On peut donner une interprétation plus évidente du terme —V dp. 
Il a été indiqué au $ 10 que l'enthalpie d'un système pouvait être interprétée 
comme l’énergie du « système élargi ». Dans le cas d'un système élargi, le poids 
du piston chargé, rapporté à l'unité de surface du piston (la pression extérieure), 
est un paramètre extérieur. On peut faire varier cette pression extérieure en 
augmentant ou en diminuant la charge. Imaginons que hors du cylindre se 
trouve, à côté du piston et à la même hauteur que ce dernier, un support hori- 
zontal sur lequel repose une charge P. La charge P possède une énergie poten- 
tielle égale à Ph. Transportons sur le piston une partie AP de la charge. L'éner- 
gie du système élargi s'en trouve accrue de hAP. Fournissons à présent une quan- 
tité de chaleur d9 au système élargi. D’après le premier principe de la thermo- 
dynamique, dH := dQ + hAP. La charge transportée AP exerce sur le piston 
une pression supplémentaire dp — AP/S. Par conséquent 


dH = dQ + hSdp = dQ + V dp, 


d'où on déduit l'équation (1.57). Dans cette interprétation, le « système élargi » 
est un système ouvert, en ce sens que la quantité de substance qu'il contient 
(masse de la charge) peut varier. 

8. Actuellement, on procède à l'étalonnage des deux échelles en utilisant 
un seul point de température. On attribue, dans les deux échelles, la même tem- 
pérature, égale à 273,16 K, au point triple de l'eau ($ 38). L'échelle de tempé- 
rature et la valeur de l'unité de température elle-même s’en trouvent définies de 
façon univoque. Bien entendu, les valeurs des principaux points de température 
sont également définies de façon univoque. Par exemple, la température de fusion 
de la glace, à la pression normale, est égale à 273,15 K environ, et l'intervalle 
entre le point de fusion de la glace et le point d'ébullition de l'eau, à la pression 
normale, sera divisé en 100 parties approximativement égales. 

9. Le condensateur n'est pas un système isolé. Il fait partie d'un grand sys- 
tème formé par l'air et par les corps environnants. En considérant que la tem- 
pérature 7 du grand système est constante, on peut dire que le condensateur 
est un « système contenu dans un thermostat ». La valeur instantanée de l'éner- 
gie totale E de ce système dépend de toutes ses coordonnées et impulsions géné- 
ralisées. On peut prendre pour l’une des coordonnées généralisées du condensa- 


teur la valeur instantanée de sa charge e. On peut donc représenter E sous la 
forme 


e? , 
E=STTE" 


où £” est une fonction des autres coordonnées et impulsions généralisées du con- 
densateur. Il est essentiel que £”’ ne dépend pas de e. La valeur de Æ varie, au 
cours du temps, du fait de l'échange d’énergie entre le condensateur et le ther- 


mostat qui le contient. D'après la thermodynamique statistique (cf. $ 15, par- 
tie II) 
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d'où 
CRT. 
La valeur moyenne de la charge est égale à zéro: e — 0, puisque la probabilité 


pour que la charge soit négative ou positive est la même. Par conséquent, Ae? — 


= et = CKT. Dans le raisonnement précédent, on a considéré e comme une 
grandeur continuellement variable. Par conséquent, la charge e doit être no- 
tablement plus grande que la charge élémentaire e, — 4,8:10-19 CGSE, ce qui 
implique que la capacité C doit vérifier la condition 


c> 


eÿ 
kT ° 
Pour 7 — 300 K, cette condition donne 
__4,82-107 
1,38- 10716. 300 


10. La démonstration de cette assertion se fonde essentiellement sur l'hy- 
pothèse selon laquelle la charge e est cancentrée et ne peut se répartir dans Je 
volume ou à la surface de la goutte. Si la charge se trouve hors de la goutte, 
elle est attirée vers le centre de celle-ci. La même 

C chose se produit lorsque la charge se trouve à 


l'intérieur de la goutte. En cffet, menons, dans 
TAN ce dernier cas, une corde AB telle que la charge e 
A B se trouve au centre de la corde (fig. 2). Les parties 


ACB et ADB de la goutte attirent la charge e 
dans des directions npposées. Mais, comme l'at- 
traction exercée par la plus grande partie ADB de 
la goutte est la plus forte, la force résultante sera 
dirigée vers ADB, plus précisément vers le centre 
de la goutte (par raison de symétrie). La force 
s'’annule dès que la charge e se trouve au centre de 
la goutte. c'est-à-dire en position d'équilibre. 


C > = 5-10-9 cm. 


D Si l'électricité n'avait pas une structure 
| atomistique et se présentait sous la forme d’un 
Fig. 2 fluide continu pouvant se déplacer librement dans 


la goutte, à l'état d’équilibre, la charge serait 
uniformément répartie à la surface de la goutte. Dans ce cas, la formule 
définitive (3.108) serait celle proposée par Thomson, à une époque où la 
structure atomistique de l'électricité n'avait pas encore été démontrée. 
£ 11. Il est facile de s'assurer que l'équation (3.114) peut s’écrire sous la 
orme 


(z — 1) (2 + 2r + 3) = 3 — 4. (1) 


Comme le trinôme carré r° + 2r + 3 a des racines imaginaires, il est positif 
our toutes les valeurs réelles de z. Lorsque z cest réel, le premier membre de 
‘équation (1) est essentiellement positif et s’annule pour zx = 1, la racine r = 1 

étant une racine double. Pour que l'équation (3.114) ait des racines réelles, il 

faut que 3 — 4b > 0, i.e. b 3/4. 11 va de soi que ces racines sont des fonctions 

continues du paramètre b. En différentiant l'équation (3.114) par rapport à b 

on trouve 


dz 1 
"db — 1— 73 ? (2) 


où z désigne n'importe quelle racine de cette équation. 11 s'ensuit que, lorsque 
z << 1, la croissance de b s'accompagne de celle de z. Au contraire, pour z > 1, 
la racine décroît. 
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Pour b = 0, l'équation (3.114) se réduit à zt — 4x — 0 et possède deux ra- 
cines réelles: x, — 0 et r, — ÿ 4. Lorsque b augmente, la première racine aug- 
mente et la seconde diminue; pour b — 3/4, les deux racines fusionnent en une 
seule racine multiple x, = x, — 1. On voit donc que, lorsque b varie entre 0 
et 3/4, l'équation (3.114) a deux racines positives, x, étant inférieur à l'unité et 
z, supérieur à l'unité. 

Lorsque b est négatif et augmente en valeur absolue, la première racine 
diminue, et comme pour b = 0, cette racine est égale à zéro, elle est négative 
lorsque b est négatif. La deuxième racine reste, elle, posilive et supérieure à 
Y4 et croît indéfiniment lorsque b —> — oo, Ainsi, pour b< 0 l'équation 
(3.114) possède une seule racine positive. 

Evaluons les valeurs approchées des racines x, et x, pour 0 << b << 3/4. La 
plus petite racine x, << 1. Si l’on néglige z4 dans (3.114), on obtient x, = b. 
Pour préciser cette valeur, posons 


z = db + f:, 


où B, est une petite correction. En négligeant les puissances supérieures de B;, 
on écrira (3.114) sous la forme 


ba + 4b3$, — 46, = 0 
B, = b4/4 (1 — b)3 & b4/4, 
puisque, dans l’approximation considérée, on doit négliger b% au dénominateur. 
Ainsi, 
n=b(+EYA+ ...), 


Calculons l’autre racine z,. Puisque z, > 1, on peut négliger d’abord le 


dernier terme dans l'équation (3.114), ce qui donne x, = Y/4. Posons pour pré- 
ciser 


d'où 


23=V 442 


et substituons dans (3.114) en ne gardant que les premières puissances de B.. 
On trouve alors 


3Ba+b=0, Be —0/3, r,=Y 4 (1—b/3ÿ/ 4). 

12. En coordonnées cartésiennes, K — ma3/2, U = muw°r?/2, où m est la 
masse de la particule. Dans ce système de coordonnées, l'impulsion est P = 
P = 9K/ôz = mx, et la fonction de Hamilton s'écrit 

P? , mor? 

2m 7 2 
Introduisons les coordonnées généralisées q et les impulsions généralisées p en 
posant q = Y mx. On a alors K — g3/2, P = dK!/q = q; par conséquent, 


H=K+U=— (pt+ wg?). 


Ainsi, si l’on utilise, dans l'étude de l’oscillateur harmonique, les coordonnées 
et les impulsions généralisées, il est inutile d'imposer la contrainte m = 1. 

13. On peut clairement illustrer, de la façon suivante, le changement de 
forme et l’invariabilité de l'aire occupée par les points de phase, en prenant 
pour exemple le cas d'un oscillateur harmonique. En différentiant par rapport 
au temps l'équation de Hamilton 
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on trouve les accélérations du point de phase: 


gQ=p=—0?q, p=—w@?q= —w@!p. 


Il s'ensuit que le point de phase se déplace de la même façon qu'un point maté- 
riel soumis à l'action d'une force centrale quasi élastique. Dans le plan gq, p, 
ce point décrit une ellipse avec une 
fréquence cyclique w, i.e. avec une pé- 
riode constante T = 21/w. La loi de la 
conservation des aires s'applique à ce 
mouvement. Les demi-axes de l'ellipse 
sont donnés par les formules (1.14), i.e. 
par l'énergie Æ. On en conclut que les 
ellipses correspondant à des valeurs diffé- 
rentes de £ sont semblables. Soient deux 
ellipses 1 et 2 correspondant aux éner- 
gies Ei et E, (fig. 3). Après le déplacement 
effectué pendant le temps ft, les droites 
Fie. 3 OCA et ODB viennent occuper les po- 
16° sitions OC'A’ et OD'B’; en vertu de la 
loi des aires, les surfaces hachurées sont 

égales, quoique leurs formes soient, à vrai dire, différentes. 
14. Introduisons deux systèmes arbitraires de .coordonnées généralisées 

g et Q liés entre eux par les relations 


di = Gi (Qur Qns + eo» Qn)e (1) 


Les vitesses généralisées seront alors définies par 


q= » Fe Qe (2) 
Ron 


ce qui signifie que les vitesses géntralisées sont liées, les unes aux autres, par 
des relations linéaires. Les impulsions généralisées correspondant aux coordon- 
nées généralisées introduites s'expriment par les relations 


— ÔEcin P;= 0Ecin 


0gi 9Q: 


L'invariance du volume de phase implique que le jacobien de la transformation 
est égal à l'unité, i.e. 


D = 9 (P:;, Pas .., Pn Qrs Os ..., Qn) =À. 


Pi (3) 


4 
Ô (P1» Pas ces Pns Ars Tor fn) ) 
Ecrivons ce jacobien sous la forme 
| Se 
Ô0p 0q 
ôp | | 0q 


où, pour simplifier, on a désigné par | 9P/ôp |, | 9P/6q |, | 2Q/2 |, | 2P/àq | 
les jacobiens correspondants d'ordre ñn. Comme 4 est indépendant de p, | 8Q/àp | = 
= (, puisque tous les éléments 0Q;/ôp, sont nuls. C'est pourquoi en vertu du 
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théorème connu. de Laplace 


D = 


9P | | 40 
| ed (9) 
Pour calculer les éléments du premicr jacobien, on remarquera que 


P; = 0Ecin/0Q,. Comme la dérivée par rapport à Qi sert à calculer ô6P;/opy, 
on doit considérer cette dérivée en fonction des vitesses Q7, d'où 


ñn e 
9P; _ 9 ( 0Ecin )= d*Ecin 90! 
Ô —_— ] e _—_— e e. e 
PRO PRO 501 jet 801001 PA 


Or, comme selon (2), @: est une fonction linéaire de ‘qu et doncuc nc on li- 


néaire de pz, 0Q1/0p, ne dépend que des coordonnées Q. On peuti :éc ire la 
formule précédente sous la forme 


SPR 90) 6Q Ph  9@4 \ 9PX 
ou 
9P, __ ôgn 
FL (7) 
PR 60: 
En vertu de (2) 
Ôqr __ 0gi 
+ à 
60% Qn 
En permutant i et k, on obtient 
ôqn __ ôqn 
a Q o 
001: 
Par conséquent, 
0P |__| 0q 
El: ù 
Ainsi, 
—| 90 9q | 
= 5] | =4: 9 


ce qui prouve l’invariance du volume de phase par rapport aux transformations 
des coordonnées généralisées. 

15. Dans la définition que l'on donne du « collectif », on doit préciser ce 
que signifie l'expression « quel que soit le choix », sinon, on risque d'aboutir 
à des contradictions. Puisque le choix de la sous-suite peut être « arbitraire », 
la suite peut être choisie de telle sorte qu'à chacun de ses éléments corresponde 
la valeur z,. Pour une telle suite W” (x1) = 1, et la relation (3.6b) ne sera pas 
vérifiée dans le cas général. 

Pour éviter toute contradiction, on peut formuler la proposition 2 de la 
façon suivante: 

Quelle que soit la loi de sélection, établie avant l'essai, de la sous-suite de 
n’ éléments, appartenant à une suite n, il existe une limite 

W' (x)=lim 29 , (3.6a) 
n° — 00 
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telle que 


W' (mn) __ Wn) 
WT) WG) (3.6b) 


La « loi de sélection » de la sous-suite n° est établie avant l'essai en procédant, 
par exemple, de la façon suivante. Ne connaissant rien de la suite nr, choisissons, 
parmi les entiers naturels 1, 2, 3, ..., une sous-suite arbitraire infinie 
My, Mas My +. . Puis passons à l’« essai », i.e. à la formation de la suite n, et 
sélectionnons, dans cette suite, les éléments numérotés m,, m2, ... On obtient 
alors une sous-suite infinie n° qui doit vérifier les conditions (3.6a) et (3.6b). 

16. Bien entendu, on peut écrire la distribution microcanontque, sans faire 
appel aux fonctions singulières analogues au symbole de Dirac 6 (£). Pour cela, 
on doit passer de la densité de probabilité volumique w Œ à la densité de pro- 
babilité superficielle o (X) sur la surface multidimensionnelle d'énergie H (X) = 
= £E délimitant le volume de phase occupé par le système étudié. Selon la for- 
mule (7.4). la densité de probabilité volumique n'est différente de zéro et égale 
à une constante que dans la couche délimitée par les surfaces H (X) = E et 
H (X) = E + AE. Dans cette couche l'élément de volume de l'espace des pha- 
ses peut s'écrire sous la forme dX — ANdËE, où AN est l'épaisseur de la couche 
considérée suivant la normale et dE l'aire d’un élément de la surface A (X) = 
— Æ. La densité de probabilité superficielle o se déduit de la condition 


o dE = w dX = w dE AN, 


d'où 
o = w AN, 
On peut déterminer l'épaisseur AN à partir de la relation 
0H 


où grad À doit être calculé dans l'espace des phases multidimensionnel. On 
obtient ainsi 
__w AE | 
9 “grad A] ? 


comme w et AE sont constants, 


(62 
— igrad /1]| * () 


On détermine la constante « à partir de la condition de normalisation 
à dE 
S — RD) 
| odt=e \ &rad À = À, (2) 


l'intégration étant étendue à la totalité de la surface fermée de l'énergie, entou- 
rant le volume de phase occupé par le système. 

17. Pour exprimer le volume de la sphère à 3N dimensions en fonction de 
l'énergie, on procède de la façon suivante. 

Le volume de cette sphère est donné par l'intégrale 


Y = ces | dPix dPay eee Pie 
K(P)<e 


Effectuons un changement de variables en posant P; = Ve p;. Comme l'énergie 
cinétique X (P) est une fonction quadratique homogène des impulsions, on peut 
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écrire , 
K(P)=(Ve)?K (p)=ek (p), 
de sorte que 
Ÿ = . | esN/2 dPix dPiy . dpnz= Ce /*, 
"K(P)<1 
où 


C= .….. | dPix Pay +++ APN2 
i.e. ne dépend pas de e. 

18. Pour préciser la signification du théorème de Gibbs relatif à un systè- 
me contenu dans un thermostat, il est utile d'analyser les deux problèmes sui- 
vants. 

1. Démontrer le théorème de Gibbs en supposant que le rôle du thermostat 
est assumé par un corps solide, composé de particules exécutant de petites vibra- 
tions sous l'action de forces quasi élastiques. 

Solution. La fonction de Hamilton relative au thermostat peut être écrite 


sous la forme H — 72 (p3 + w?g3) et représente une fonction quadratique ho- 


mogène des coordonnées et des impulsions. Ce résultat est suffisant pour que 
l'on puisse appliquer ici la démonstration donnée au $ 10 pour Je cas où le rôle 
du thermostat est assumé par un gaz parfait. 

2. Démontrer le théorème de Gibbs en supposant que l'énergie potentielle 
du thermostat est une fonction homogène des coordonnées de m-ième puissance, 
m étant un nombre positif quelconque. 

Solution. Le problème consiste à calculer l'intégrale à 6N dimensions 


Ya (e) = CRC dPix dPiy co dPnr;dtidy1... dzN. 
K+U<8 
Nous supposons que À ne dépend pas des coordonnées. Puisque Æ est une fonc- 


tion quadratique homogène des impulsions, en intégrant, d'abord, par rapport 
aux impulsions, on obtient 


Ya (e)= dt, ... dan | dPix ..e dPN:= C(e—UYN/2 az, ... dem 
U<e K<e-U U<e 


où C ne dépend ni de &, ni des coordonnées. Effcctuons un changement de va- 
riables dans la dernière intégrale, en posant x, — vez, (= 1, 2, ...). On 
aura alors 


Yo (e) = { …. { Cle—eU (zi, ..., CS) dry... dz\ = 
U(x?, ..., 2N)<1 


= const-e3Y(41/2+1/m), 
où la constante ne dépend pes de €. On peut donc utiliser les raisonnements du 
& 10, en posant o = 3N (1/2 + 1/m) — 1. L'intégrale doit alors converger, car, 
autrement. l'équilibre thermodynamique serait impossible. De ce fait m ne peut 
être négatif. 

19. Soit @ Île diviseur intégrant de l'expression dE + Z A,day, dépendant 
de la température T, mais indépendant des paramètres 44. Dans ces conditions, 
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l'expression 

1 | ÔE dE 

g (a+ Dadn)=g (Sr er+ D (Se +4) der] 
est une différentielle totale. C'est pourquoi 
9 4 OE A 0E 
za lo r)=3re (a +41) 
ou 

0E de __ 84; 
(5 +4) = OT 

Mais, comme 7 est, lui aussi, un diviseur intégrant 


ÔE dT [dE … 
(5 + 1) Sr = (5e +4)=7 OT 


Supposons d'abord que, ne serait-ce que pour une seule valeur de t, 94 ;/0T # 0. 
Dans ce cas, on peut diviser membre à membre les deux dernières égalités, ce 
qui donne 


de _,.adT 
6  T 
d'où 6 = KT. Mais si 94,/0T = 0 pour tous les i, 9E/ôa; = — AÀ;. 1l s'ensuit 


que E est de la forme E = E; (T) + E3 (ay, @9s « « «, an). On a alors dE + 
+ S\ Ada; = dE (T), ce qui signifie que n'importe quelle fonction de tempé- 
rature 6 — (7) est un diviseur intégrant de l’expression dE + ÿ A ;da;. Or, cette 


expression représente la chaleur regue par le système. Par conséquent, l'hypothè- 
se selon laquelle 64 ,/9T = 0 implique que la chaleur reçue par le système, ainsi 
que le travail fourni par ce dernier ne dépendent que de F'état initial et de l'état 
final du système et non pas du chemin suivi. L'éventualité du cas où 04 ,/0T =0, 
pour tous les i, est donc à exclure. 

20. La valeur de l'intégrale statistique ne dépend pas du choix des coordon- 
nées généralisées et des impulsions généralistes correspondantes. Cette assertion 
découle directement du theorème démontré au & 2 et selon lequel le volume de 
phase est invariant par rapport à la transformation des coordonnées et des im- 
pulsions généralisées (voir note 14 du rédacteur). S'il en était autrement, l’éner- 
gie libre du système, et donc les résultats physiques, dépendraient non seule- 
ment des paramètres extérieurs et de la température, mais encore du choix des 
coordonnées, ce qui est évidemment dénué de sens. 

21. Pour démontrer la relation 


0H 
——— =6 1 
LU 7re (1) 
l'auteur impose à la fonction Æ Ja contrainte suivante 
[qe Aer = 0 (2) 


gym ° 


En fait, cette contrainte, en tant que condition indépendante, est superflue. car 
si l'égalité (2) n'est pas vérifiée, l'équilibre thermodynamique est impossible. 

Démontrons la relation (1), sans imposer explicitement la contrainte (2). 
Considérons, à cet effet, un grand système mécanique énergétiquement isolé et 
se trouvant à l’état d'équilibre thermodynamique. On peut admettre que cha- 
que petite partie du système se trouve placée dans un thermostat, constitué par 
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la partie restante du grand système. Comme l'énergie cinétique de tout système 
est égale à la somme des énergies cinétiques de ses parties, on peut appliquer 
au grand système le théorème de l’équipartition de l'énergie cinétique entre les 
degrés de liberté, que l’on exprimera sous la forme 


7 0H 
0. 
PIS. 


En remarquant que la moyenne statistique est égale à la moyenne temporelle, 
on écrira 


1 F | É 
——= |im — [ ——0t—= ]im — | dt = 
Pi dpi TT Pi 5 TT Pigi 
] T 
= lim 2 {pi dgi= lim ipigiT — lim + {a dpi. 
To T . To T To 7 . 


Le premier terme du second membre de cette égalité est égal à zéro, car à l’équi- 
libre thermodynamique, les grandeurs p; et g, dans un système fermé ne peuvent 
être infinies. Par conséquent, 


———— T —— 
0H . 1 . 0H 0H 
= lin + | : dp;= lim \ — d=q—— , 
Pi Op: T--00 T qi Pi To « qi ôq: qi ôqi 
0 0 
Pour un système énergétiquement isolé, on a donc 
q 0H 
77 ° 


Par conséquent, la même relation est valable pour un système contenu dans un 
thermostat, comme on l'avait affirmé au début de cette note. 
Supposons maintenant que pour tous les { on a 


OI L 
gi 04 — LE 
et par suite 
1 - 
H= D, + kiat+K (p). 


Dans ce cas, la relation (1) exprime l’équipartition de l'énergie potentielle entre 
les degrés de liberté. 

Tout ce qui vient d’être dit s'applique également à la démonstration de la 
relation 


0H 
— =0 pour i k. 
qi Dqx P z 


22. On peut démontrer le théorème de l’équipartition de l'énergie cinétique 
entro les degrés de liberté, ainsi que les relations plus générales (15.3), (15.4), 
(15.6) ct (15.7), en partant directement de la distribution microcanonique (voir 
note 16 du rédacteur). Il faut utiliser pour cela le théorème de Gauss-Ostrograd- 
ski sur la transformation de l'intégrale de surface en intégrale volumique, appli- 
quée à l’espace multidimensionnel. En désignant, pour simplifier l'écriture, 
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les coordonnées et les impulsions du système fermé par z,;,on a 


0H 0H dz 
ZT} dx $ FU Gz; TgradH]  * Ÿ = cos (NW, z}) dz. 


Selon le théorème de Gauss-Ostrogradski, cette quantité est égale à 


0H — OZ} 
Z!} x; | By À: 
Comme z; et z,y sont des variables indépendantes, Ôz;/0ry= 61 (avec ô;,=1 
lorsque i=)j, et 6;y=0 lorsque i -£ j) et, par suite, 


0H 
ZT} y Adi | dX =aXÔ;js 
où X est le volume de l’espace des phases du système fermé, délimité par la 
surface d'énergie de ce dernier et donc une constante. La quantité aX est elle 
aussi constante, c'est-à-dire qu'elle est la même pour tous les i et j. La formule 
ci-dessus exprime toutes les relations généralisant le théorème de l’équipartition. 
Pour déterminer la constante &X, il suffit de supposer qu’une partie quelconque 
du système est constituée par un gaz parfait, pour lequel on connaît cette cons- 
tante. Soulignons que, dans la démonstration ci-dessus, on a supposé unique- 
ment que le volume de phase occupé par le système était limité. Or, c'est à cette 
condition seulement que l'équilibre thermodynamique peut avoir lieu. 

23. Si la corde est faiblement incurvée, on peut négliger la variation de la 
tension longitudinale 7 qui en résulte. Mais, du fait de l'incurvation, les ten- 
sions aux extrémités d'un élément dz de la corde ont des directions différentes, 
ce qui engendre une force perpendiculaire à la corde. Si l’incurvation de la corde 
est faible, cette force est égale à 


r { 0g (z+dz) 0q (x) }=T 92q 
Ôzx Ôz 7 ôzx? 
et dirigée de la position d’équilibre de la corde. Désignons par F dx la force 


extérieure agissant sur l'élément dr et orientée vers la position d'équilibre. On 
aura donc à l'équilibre 


dz 


Supposons que la force extérieure ne s'exerce que sur un petit segment A! de la 
corde. En intégrant l'équation ci-dessus sur ce segment, on obtient 


| T u dx = { F (x) dx. 
At AI 

Supposons que la longueur du segment A! diminue, en tendant vers le point x,, 

mais de façon que l'intégrale | F (x) dr reste finie. Notons p@ la valeur de cette 

intégrale, p étant la densité linéique de la corde. On peut évidemment écrire 


pe = | pO8 (x — z9) dz, 


et par conséquent 


Oz? 


| TE = | pO8 (z—2z0) dr. 
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D'où , 
d°q e 0°q … 
T Dz2 = pO6 (T— 20) ou a Ôr? = 60 (z—2o), 
où a — Tlp est la vitesse de propagation des perturbations transversales le 


long de la corde. 

24. Il est trop catégorique d'affirmer que la théorie classique est en désac- 
cord total avec le fait que la capacité calorifique d’un corps dépend de la tempé- 
rature. En effet, le théorème (15.5) ne se réduit à l'équipartition de l'énergie 
potentielle moyenne entre les degrés de liberté que si l'énergie potentielle du 
systeme est une fonction quadratique des coordonnées. S'il en est autrement, l’éner- 
gie potentielle moyenne revenant à un seul degré de liberté dépend de la tempé- 
rature. Dans ce cas, la capacité calorifique d'un corps dépendra, elle aussi, de 
la température. Néanmoins, quel que soit le modèle classique du corps, cette 
dépendance est en désaccord avec les données expérimentales. Le désaccord entre 
théorie classique et expérience est particulièrement flagrant aux basses tempéra- 
tures. L'expérience montre que lorsque la température tend vers zéro absolu, 
la capacité calorifique do tous les corps tend aussi vers zéro. Il] s'avère que le 
principe de l’équipartition de l’énergic entre les degrés de liberté n’est valable 
que dans un intervalle de température limité. Scule la théorie quantique résout 
correctement le problème de la capacité calorifique des corps. 

25. Au $ 27, il a été explicité que les fluctuations de volume AY d’un 
corps isotrope contenu dans un thermostat, à la température 7, sont données 
par la formule 

AVE= —4T (=) (4) 
T 0p /T' 
L'indice 7 indique comme d'habitude, que la dérivéo 9V/dp est prise à une tem- 
pérature constante du milieu ambiant (du thermostat). Si la substance contenue 
ans le volume V était adiabatiquement isolée, on devrait remplacer l'indice 
T par S (entropie constante): 


— ôV 
Ni TT 
Ga= er (5). (2) 
Les formules (1) et (2) expriment les fluctuations de volume d’une seule et même 
masse de substance se trouvant à l’état d'équilibre thermodynamique avec le 
milieu ambiant. 
Considérons à présent les fluctuations de l'énergie E de cette même masse 
de substance. La valeur moyenne de l'énergie est donnée par la formule 


Enr | EeSE QT (3) 


où a = 4/kT, dl est l'élément de volume de l’espace des phases occupé par cette 
masse de substance et Z l'intégrale statistique: 


Z= | eTGE qr. (4) 
En dérivant (4) par rapport au paramètre &, on obtient 
LA = — | Ee”E ar 
da 
et la formule (3) s’écrira 
= 4 dZ 
Ê=— TZ aa 6) 


27—0297 
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D'où 
dE 4 d?Z , 1 az \2 1 d?z 2 
da  Z da? +7 | da ] TZ da T(E) 
De façon analogue, 
E?=— 274 = 1 d°z 
E ÂE e dr T ui: 
En comparant ces deux dernières formules on trouve 
—— — dE 
2 F3 — 2= — —— 
ou encore, en substituant le paramètre & = 1/KT, 
dE 
(AE)? = AT? GT : (6) 


On notera que le résultat obtenu s'applique directement aux systèmes quan- 
tiques, à cette différence près, qu'on doit remplacer, dans la démonstration, 
l'intégrale par la somme statistique. 

Dans le cas d'un système macroscopique dont le volume est maintenu cons- 
tant, ÆE représente l'énergie interne du système et dE/4T sa capacité calorifique 
Cy à volume constant. On tire alors de la formule (6) 


(AE) = kT2Cy. (7) 


Les formules (6) et (7) ont été établies en considérant le volume V du système 
comme un paramètre extérieur et en admettant finalement que ce dernier était 
constant. Si l’on prend la pression p comme paramètre extérieur, ces raisonne- 
ments restent valables, à condition de remplacer l'énergie £ par l'enthalpie 
Î =3 E + pV. On obtient alors, au lieu de (6), 


— al 
(AD =kTI ST. (8) 


Or, pour p = const, la dérivée dI/dT est la capacité calorifique Ch du système 
à pression constante, et donc, 


(AT)E = kT?Ch. (9) 


Appliquons maintenant la méthode thermodynamique du calcul des fluc- 
tuations, exposée ci-dessus, à toutes les grandeurs caractérisant les propriétés 
macroscopiques du système. Convenons de n’envisager que des corps isotropes, 
puisque alors, à l’état d'équilibre thermodynamique, toute grandeur thermody- 
namique est une fonction de deux autres grandeurs thermodynamiques que l'on 
peut prendre pour variables indépendantes. Bien que les grandeurs thermodyna- 
miques des systèmes macroscopiques subissent des fluctuations, si ces systèmes 
sont petits, leurs états instantanés sont pratiquement des états d'équilibre qui 
peuvent, eux aussi, être caractérisés par deux variables indépendantes. Lo’ problè- 
me se ramène donc au calcul des iluctuations thermiques des’ deux variables 
indépendantes. On devra indiquer, dans le résultat final, donnant la valeur du 
carré moyen des fluctuations d'une certaine grandeur, laquelle des variables 
indépendantes caractérisant l’état du système est maintenue constante. Dans 
le cas contraire, le résultat du calcul sera indéterminé, et donc dénué de sens. 

Considérons quelques exemples d'application de cette méthode au calcul 
des fluctuations de différentes grandeurs physiques. 
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Commençons par les fluctuations de température, en supposant que le 
système macroscopique considéré est en contact thermique avec un thermostat. 
En considérant que la température du système est une fonction des variables 
indépendantes V et E, on a 


OT OT 
ar (D) er+ (SE) ax 
Puisque V et E sont indépendantes l’un de l’autre, on a AVAE = 0 et par suite, 
— ôT — ÔT \2 —— 
2 | 2 mm 2 
AT ( _ AC +( _ | (AEY. 
A volume constant, la dérivée (0E/8T);- représente la capacité calorifique C; du 
système. D'après la formule (7), on obtient alors 


KT" 
AER= TS . (10) 


Calculons à présent les fluctuations de l'entropie S du système. Prenons 
V et £ pour variables indépendantes. En raisonnant comme dans l'exemple pré- 
cédent, on écrira 


__— 7 [os | 
V6E=0, (5%=(<5) GE. 


Comme 0S/0E = 1/T, on obtient, compte tenu de (7): 


(AS)? = kCys (11) 
Si l’on avait pris p eti 1 pour variables indépendantes, on aurait obtenu 
(AS)3 = kCpe (12) 


Pour calculer les fluctuations de la pression p, on prendra V et 7 pour va- 
riables indépendantes. On a alors 


———— ô 
AVAT=O0, (Ap)i= (5 ln (AV)F 


Gp = —4T ().. (13) 


En prenant P et S pour variables indépendantes et en utilisant la relation 
(dp/8V)s/(ôp/8T)r = Y = Ch/Cy, on aurait obtenu 


Gear (de) enr (4). ao 


Calculons enfin les fluctuations de la densité p de la substance contenue 
dans le volume V. Le problème se réduit à une transformation de la formule 
(1). Remarquons tout d’abord que la quantité V 6p/9V ne dépend pas du volume 
V. On peut donc remplacer dans cette expression V par le volume massique v. 
On aura alors 


VXxT 


CRE Gp * 


27e 
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Comme la masse Fp de la substance contenue dans le volume |’ reste constante, 
VAp + pAF = 0. Il s'ensuit que (Ap)? -= (p/V)}? (AVY, d'où 
p°kT 
uv (dp/dv)r * 
Flus le volume F est petit, plus grandes sont les fluctuatiuns relatives de la 
ensité. 
Les résultats établis dans cette note seront utilisés dans l’étude de la dif- 
fusion de la lumière dans les liquides (voir la note 28). 
26. La constante a n'est pas arbitraire et doit satisfaire à certaines condi- 


tions énoncées par l'auteur au cours de la démonstration. On commence par 
déterminer la grandeur We à partir de l’équation 


À exp (ET Si co) } ax =1. (4) 


Cette grandeur dépend généralement de a: Y 
mine a à partir de l'équation 


V (BpE = — (15) 


(a). Ensuite, on déter- 


E— | £ (X) exp (= DE Q | aX, (2) 


où & est considéré comme connu. 11 en découle que les définitions de l'énergie 
libre des états hors d'équilibre données au $ 37 ne sont valables que si l'équation 
(2) possède des solutions, ce qui revient à dire que les quantités Ye et a sont 


définies par le système des équations (1) et (2). 11 faut donc que ces équations 
soient compatibles, ce qui nécessite une analyse mathématique plus poussée. 

27. On doit remarquer que la théorie approximative exposée n’est valable 
que pour les cristaux composés de particules dont l’état interne ne dépend prati- 
quement pas de la température. Dans ce cas, la structure interne des particules 
ne se répercutera pas sur la capacité calorifique. Dans la plupart des cas, à cette 
condition satisfont les cristaux composés d atomes ou d'ions pour lesquels la 
distance entre le niveau fondamental et le premier niveau excité est grande 
devant kT. Il exisile cependant des atomes et des ions dont Îles niveaux énergéti- 
ques inférieurs sont très rapprochés. Par exemple, dans les cristaux de sulfate 
de gadolinium, le niveau inférieur de l'ion gadolinium se compose de huit sous- 
niveaux dont les distances de séparation correspondent, dans l'échelle de tem- 
pérature, à une température caractéristique égale à 1,6 K. A très basse tempé- 
rature (T & 7 K), on voit apparaître unc capacité calorifique supplémentaire 
due à l'excitation des sous-niveaux indiqués. A très basses températures, la 
capacité calorifique du réseau est très petite devant cette capacité calorifique 
supplémentaire. Pour T7 = 1,6 K, la capacité calorifique du cristal est près de 
500 fois supérieure à celle du réseau cristallin. Pour des températures encore 
plus basses, la capacité calorifique tend naturellement vers zéro. 

Dans le cas de cristaux composés de molécules complexes, une capacité 
calorifique liée au mouvement thermique des atomes ou des groupements d'ato- 
mes à l'intérieur de la molécule peut se manifester. On peut considérer en pre- 
mière approximation que les vibrations des molécules du réseau n'affectent pas 
leur état interne. Dans ce cas, on peut représenter la capacité calorifique du 
cristal sous la forme 

(RE Crés + Cint- 


Dans certains cas, la contribution du mouvement intérieur à la capacité 
calorifique peut être assez importante. Par exemple, la capacité calorifique liée 
aux vibrations internes dans les molécules de benzène représente, à T Æ 150 K, 
près de 20 % de la capacité calorifique du réseau et atteint 80 % de cette der- 
nière à 7 & 270 K. Voir aussi fin du $ 42. 
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28. Le problème de la structure fine des raies de diffusion de la lumière 
selon Rayleigh, que l’auteur aborde à la fin du $ 41, y est traité de façon trop 
schématique. L'auteur parle de la diffusion de la lumière dans les cristaux, alors 
que ses résultats se rapportent, si l'on fait abstraction d'un détail important, 
à la diffusion de la lumière dans les corps isotropes, les liquides par exemple. 

La structure fine des raies de la diffusion de Rayleigh de la lumière a été 
prédite presque simultanément par L. I. Mandelstam et L. Brillouin. Ces savants 
ont montré que, par suite de la diffusion de la lumière par les ondes thermiques 
acoustiques, les raies spectrales de la lumière diffusée doivent éclater en deux 
composantes, comme Île dit très justement M. A. Léontovitch dans ce livre. 
L. I. Mandelstam et G. S. Landsberg tentèrent de déceler cet effet au cours 
d'expériences sur la diffusion de la lumière dans le quartz. Cependant, le pou- 
voir de résolution de leurs instruments spectraux ne permit pas d'étudier quan- 
titativement cet effet, dont ils ne purent constater que l’existence. De plus. ces 
expériences les conduisirent à la découverte de la diffusion combinatoire de La 
lumière (diffusion Raman). On comprend bien que toute leur attention fut re- 
portée sur cet effet. Sur leur suggestion, c'est E. F. Gross qui entreprit l'étude 
de la structure fine des raies de diffusion de la lumière selon Rayleigh. 

Gross décela l'effet dans la lumière diffusée par des liquides, ce qui était 
inattendu, vu que d'après la théorie hydrodynamique, l'absorption d'un son 
par un liquide cst proportionnelle au carré de la fréquence acoustique w. Si 
cette théorie était parfaitement correcte, les ondes acoustiques de hautes fré- 
quences, correspondant aux vibrations thermiques, ne pourraient pas se pro- 

ager dans les liquides. La découverte de la structure fine des raies de la dif- 
usion de Rayleigh dans les liquides incita Mandelstam et Léontovitch à élabo- 
rer la théorie moléculaire de relaxation de la viscosité des liquides et la théorie de 
l'absorption du son, fondée sur cette dernière. 

Dans ses expériences sur la diffusion de la lumière par les liquides, Gross 
observa, en plus des deux raics déplacées, une composante non déplacée. L'ori- 


gine de cette dernière fut expliquée par L. D. Landau et Placck. Enexprimant 
le volume massique v d’un liquide en fonction de la pression et de l'entropie, on 
peut écrire 
dv ôv 
= Î———— — Se. 1 
ôv (5 ), 5e+(+ ), ê (D 


Cette expression montre qu’il existe deux types de fluctuations du volume massi- 
que: certaines sont déterminées par les fluctuations de pression à entropie cons- 
tante, d'autres, par les fluctuations d'entropie à pression constante. Les fluctua- 
tions du premier type se propagent sous forme d’ondes acoustiques et détermi- 
nent l'apparition, dans la lumière diffusée, des composantes déplacées: les 
hétérogénéités dues aux fluctuations du second type sont éliminées par conduc- 
lion thermique et se propagent donc à une vitesse notablement plus petite; ce 
sont ces hétérogénéités qui sont à l’origine de la composante non déplacée. 

Les processus de diffusion de la lumière par les fluctuations de pression et 
d'entropie ne sont pas cohérents. Par conséquent, les intensités intégrales de la 
composante non déplacée 7, et des composantes déplacées 7,4. 1,44 sont liées 
par la relation | 


I, ___ (dv/6s); (As)? ( dv | ( ôs | ( dp | 
Tv + lv (dv/8p}x (Ap)® EH 0s /p\0T }Jp\dv ls’ 

où ont été utilisées les expressions (2 et (14) de la note 25 du rédacteur, ainsi 

que la formule c, — T (6s/0T),, la lettre minuscule s désignant l'entropie mas- 


sique. Comme la différentielle de l'enthalpie massique di — T ds +- v dp est 
une différentielle totale, (0T/8p), — (9r/0s),. 11 en résulte que 


Ty 7) 2) (2) (2 (2) (2) 
Lio + Lvtw Te Ôp | Ov }s os 0 QT p Ov }s OT pe) 
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ou, en vertu de l'identité (97/ôv), (dv/@s)r (ds/0T), = —1, 


Frs (or), (ee (eo 


En exprimant l’entropie massique s en fonction de Tetv,ona 


(),= (5). + (5) (57). 
On trouve finalement 


I __ (05/67) p—(9s/0T)» — Cp—Cv (2) 
Tv + Lvsw (0s/ôT)» Co ° 


C'est la formule qui fut établie par Landau et Plaëek. 

Dans les corps solides amorphes, les ondes acoustiques peuvent être longi- 
tudinales et transversales. Les vitesses de propagation de ces dernières sont dif- 
férentes. Par conséquent, dans la lumière diffusée, une raie spectrale doit éclater 
en cinq composantes: une composante non déplacée et deux paires de composantes 
déplacées, l'une provenant de la diffusion par les ondes acoustiques longitudina- 
Les, l’autre, de la diffusion par les ondes transversales. 

V. V. Vladimirski indiqua que, dans les cristaux, une raie de lumière non 
polarisée doit éclater, dans le cas général, en 25 composantes: une composante non 
déplacée et 24 composantes déplacées. Ceci tient au fait que, dans un cristal, une 
onde acoustique longitudinale et deux ondes acoustiques transversales se pro- 
pagent suivant chaque direction. Dans cette même direction peuvent également 
se propager deux ondes lumineuses polarisées dans des plans perpendiculaires. 
Chacune de ces ondes lumineuses, lorsqu'elle est réfléchie par les ondes acousti- 
ques se propageant dans le sens correspondant, éclate, à son tour, en deux ondes. 
C'est ainsi qu'on voit apparaître, dans la lumière diffusée, 24 composantes dé- 
placées. Cependant, du fait de la faible anisotropie de tous les cristaux étudiés, 
ces 24 composantes forment six groupes de quatre raies et ne peuvent être réso- 
lues par les appareils spectraux. On n'observe donc que six composantes dépla- 
cécs. 

29. Le phénomène de la diffusion combinatoire fut découvert, en 1928, 
presque simultanément par L. I. Mandelstam et G. S. Landsberg, à Moscou, et 
par les physiciens indiens Raman et Krishnan, à Calcutta. Mandelstam et Lands- 

erg observèrent nettement ce phénomène dans des cristaux et l’interprétèrent 
correctement le 21 février 1928. Raman fit savoir qu’il observa pour la première 
fois une raie de diffusion combinatoire (dans un liquide) le 28 février 1928, 
mais ne sut pas expliquer ce phénomène. Néanmoins, il envoya aussitôt une 
note à une revue scientifique, tandis que Mandelstam et Landsberg voulurent 
approfondir la connaissance de ce phénomène, avant de le faire connaître. Leur 
article parut un peu plus tard que la note de Raman. C'est pour cela que ce phé- 
nomène est couramment appelé « effet Raman ». 

30. Le fait que l'énergie libre est proportionnelle au nombre de particules 
contenues dans le système ne nécessite pas d'analyse mathématique. Il est im- 
plicitement contenu dans le principe général de la théorie quantique qui a re- 
noncé à individualiser les particules identiques. De ce fait dans la théorie quanti- 
que, le paradoze de Gibbs ne se manifeste pas. Dans la théorie classique, deux 
états qui diffèrent l’un de l'autre par la permutation de particules identiques, 
sont considérés. à l'échelle microscopique, comme deux états distincts du sys- 
tème, alors qu'à l'échelle macroscopique. ils sont exactement les mêmes. C'est 
ce qui donne naissance au paradoxe de Gibbs. Dans la théorie quantique, la 
permutation de particules identiques ne fait pas apparaître un nouvel état à 
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l'échelle microscopique. C'est ainsi que‘la diffusion mutuelle de deux gaz identi- 
ques n'’engendre aucun nouvel état à l'échelle microscopique. Le paradoxe de 
Gibbs ne se manifeste donc pas. 


31. En dérivant la relation 


pÜt)=pt)+pt—-t) 


par rapport à {, pour {, constant, on trouve @” (t) = @° (t — !,). Comme 1, est 
arbitraire, la dérivée o’ (t) ne dépend pas de t. C'est donc une quantité constan- 
te. La formule (53.1) découle. La constante D a le sens de coefficient de diffusion, 
puisqu'on trouverait la même expression pour le carré moyen du déplacement 
z?, en résolvant l'équation de diffusion correspondante avec un coefficient de 
diffusion D. 
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